Centre de Physique Theorique - Ecole Polytechnique 



THESE DE DOCTORAT DE L'UNIVERSITE PARIS VI 

Speciality : PHYSIQUE THEORIQUE 



'oris 6 viJ 

"St 



presentee par 

Boris PIOLINE 



pour obtenir le grade de 

Docteur de l'Universite Paris VI 

Sujet : 

Aspects non perturbatifs 
de la theorie des supercordes 



Soutenue le 21 avril 1998 devant le jury compose de : 



Luis Alvarez-Gaume, 
Ignatios Antoniadis, 
Jean-Loup Gervais, 
Costas Kounnas, 
Eliezer Rabinovici, 
Paul Windey, 
Jean-Bernard Zuber. 



rapporteur, 
directeur de these, 

rapporteur, 

president du jury, 



MON FRERE ET MES PARENTS. 



Remerciements 



Mon travail de these s'est deroule au Centre de Physique Theorique de l'Ecole Poly- 
technique du mois de septembre 1995 au mois d'avril 1998 ; je remercie sincerement 
les directeurs successifs Guy Laval et Marie-Noelle Bussac de m'avoir admis au sein 
de ce laboratoire, et ainsi permis de travailler dans un cadre scientifique exceptionnel. 
Ignatios Antoniadis et Constantin Bachas ont bien voulu m'integrer dans leur equipe 
de «cordistes» et je leur suis profondement reconnaissant de m'avoir initie a un do- 
maine de recherche d'un abord difficile mais reellement passionnant. Ignatios a dirige 
mes recherches doctorales vers des directions fructueuses avec une grande patience, 
gentillesse et disponibilite ; non content de repondre a mes interrogations purement 
scientifiques, il a su me communiquer sa passion et sa pugnacite tout en me laissant 
maitre de determiner l'orientation de mes recherches ; je tiens a lui exprimer ma plus 
grande gratitude. Edouard Brezin et Jean Iliopoulos m'ont fait gouter aux delices 
de la theorie quantique des champs, et ma vie en a ete changee. Bientot relaye par 
Paul Windey, Costas Kounnas m'a le premier parle avec la faconde qui le caracterise 
d'«une theorie of everything)) qui m'a semble bien attirante ; je lui dois, ainsi qu'a 
Jean Iliopoulos et Gabriele Veneziano, d'avoir pu effectuer mon service national de la 
cooperation a la division theorie du CERN, ou pendant seize mois, moyennant une 
modeste assistance informatique aux membres de la division, j'ai pu interagir avec 
d'illustres physiciens et faire progresser considerablement mes recherches. Je leur en 
suis tres reconnaissant. 

Luis Alvarez-Gaume et Costas Kounnas ont accepte la lourde tache d'etre les rap- 
porteurs de cette these de poids consequent, je les en remercie chaleureusement. Jean- 
Loup Gervais, Eliezer Rabinovici, Paul Windey et Jean-Bernard Zuber ont accepte de 
participer au jury, et c'est un honneur dont je leur suis tres reconnaissant. Je remercie 
particulierement Paul Windey pour avoir accepte de prendre la presidence du jury, et 
Jean-Bernard Zuber pour ses numereuses et precieuses remarques stylistiques. 

Costas Kounnas et Elias Kiritsis, aux enthousiasmes batailleurs, m'ont permis 
d'entrer dans le jeu de la recherche en theorie des cordes, par les seances initiatiques 
qu'ils ont organisees au CERN, et au cours de collaborations enflammees (car il n'y 
a pas de fumee sans feu) avec Andrea Gregori, Niels Obers et Marios Petropoulos ; 
Tom Taylor m'a aide a contrer les velleites somnambulatoires d'Ignatios au cours de 
longues veillees de travail ; Niels Obers a conjugue ses efforts aux miens contre vents et 
marees algebriques, et avec Kristin Forger m'a aide a corriger les nombreuses coquilles 



se cachant dans ce manuscrit ; Eliezer Rabinovici a accepte de sacrifier sa vie conjugale 
aux exigences de la M-theorie : qu'ils regoivent tous l'expression de ma gratitude et 
mon amitie. 

La vie du laboratoire se partage souvent entre personnel scientifique et personnel 
technique. Au cours de ma these j'ai pu faire l'experience inverse grace au soutien et 
a l'amitie des membres du secretariat de la division theorie du CERN, Nanie, Suzy, 
Marie-Noelle et Jeanne, et d'Elena, ma collegue informaticienne. Je remercie egalement 
Frangoise Andalo et Brigitte Oisline pour leur grande gentillesse et efficacite, et Jean- 
Luc Bellon pour ses multiples conseils informatiques. 

L'experience de la these comporte des periodes fastes et des periodes creuses : 
les premieres ne compenseraient les secondes sans le soutien de mes correligionnaires 
et concurrents Herve Partouche et Pierre Vanhove, des autres thesards et post-docs 
du laboratoire, de mes collegues et amis du CERN, Eric, Philippe, Niels, Emilian, 
Christophe et Christoph, et de quelques co-cooperants avec qui nous arpentions d'autres 
sommets. Je remercie aussi chaleureusement mes amis pour m'avoir conserve leur 
amitie pendant ces trois annees d'eloignement ; tenant a les garder, je preserverai leur 
anonymat. Finalement, c'est a mes parents et mon frere que je dedie ce memoire, pour 
leur soutien et leur comprehension. 



Avertissement 



Ce memoire a ete ecrit avec le souci de rendre les travaux effectues dans le cadre de 
cette these accessibles a un public non expert. Au cours de ses trente annees d'existence, 
la theorie des cordes a cependant suscite un nombre considerable de contributions a la 
base des developpements les plus recents. J'ai done fait le choix d'introduire, autant 
que possible, toutes les notions implicites dans les travaux presentes ici, en mettant 
l'accent plus sur les concepts que sur les details techniques. Le lecteur trouvera dans 
la bibliographie les references necessaires pour donner une signification plus precise a 
ces concepts. L 'invitation au voyage s'adresse a un public large et evite resolument 
toute equation. Elle fournit une presentation synthetique des arguments menant a 
la formulation de la M-theorie, et resume mes contributions a ce domaine. Celles- 
ci se regroupent en trois themes principaux : la dualite electrique-magnetique des 
theories de jauge (chapitre 2), les dualites des theories de supercordes et leurs effets 
non perturbatifs (chapitres 3 et 4), la theorie des matrices (chapitre 5). Chaque chapitre 
contient une presentation pedagogique des concepts mis en jeu, et un resume de mes 
contributions ; les publications elles-memes sont reproduites en version originale dans 
les annexes A a G. Les contributions aux actes de conference n'ont pas ete reproduites 
dans ce memoire. 
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Chapitre 1 

Invitation au voyage 



En l'espace de quelques annees, de Particle fondateur de Seiberg et Witten obtenant 
la premiere solution exacte d'une theorie de jauge supersymetrique fortement couplee 
en quatre dimensions grace aux symetries de dualite, a la proposition de Banks, Fis- 
chler, Shenker et Susskind de definition explicite non perturbative de la theorie des 
supercordes, le paysage de la theorie des champs et des cordes a subi un profond boule- 
versement, auquel j'ai eu la chance d'assister, participer modestement quelquefois. Les 
questions fondamentales de la theorie des champs, structure du vide, spectre a basse en- 
ergie, confinement, jusqu'alors hors de portee de la theorie de perturbations, devenaient 
ainsi accessibles au traitement analytique, tout au moins dans le cadre des theories su- 
persymetriques. En meme temps, on decouvrait dans le spectre des differentes theories 
de supercordes une richesse d'etats non perturbatifs etendus, dits p-branes, identifies 
aux etats fondamentaux d'une theorie des supercordes duale ; ses phenomenes non 
perturbatifs dans le cadre d'une theorie de cordes devenaient accessibles au calcul per- 
turbatif dans la theorie duale. Les cinq theories des supercordes etaient ainsi identifiees 
comme developpements de perturbation en differents regimes d'une theorie maitresse 
encore mysterieuse, la M-theorie, dans laquelle les cordes ne semblent pas occuper de 
position privilegiees. Par un retour remarquable, ces developpements offrent de nou- 
velles perspectives sur les theories de jauge, decrivant les degres de liberte des solitons 
de p-branes de la theorie des cordes. II me semblait necessaire d'ouvrir ce memoire 
par un panorama historique et synthetique de ce paysage en mouvement qui constitue 
l'arriere-plan de mon travail de these, et qui a determine au jour le jour la direction de 
mes recherches. 
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1.1 De la theorie des champs quantiques... 

La theorie quantique des champs et son alter ego, la theorie statistique des champs, 
representent a l'heure actuelle les fers de lance de l'arsenal de la physique theorique 
moderne pour traiter un large spectre de problemes s'etendant de la physique des 
particules elementaires a la physique de la matiere condensee et des milieux desordon- 
nes. Ces theories prennent le relais de la mecanique quantique de Bohr, Heisenberg et 
Planck et de la mecanique statistique de Boltzmann lorsqu'il n'est plus possible d'isoler 
un petit nombre de degres de liberte, comme c'est le cas en physique des particules 
lorsque les effets de production de paires deviennent importants, ou en physique des 
supraconducteurs lorsque les excitations coherentes collectives du nuage electronique 
determinent les proprietes de conduction. Elles rendent compte de nombreux resultats 
experimentaux avec une precision inegalee, dont l'illustration la plus frappante est sans 
doute donnee par l'accord a pres de 1CT 10 des calculs d'electrodynamique quantique 
avec les mesures de la structure hyperfine des raies de resonance atomique. La theorie 
des champs de jauge non abelienne de groupe de jauge SU (3) x SU (2) xU(l) decrivant 
le modele standard [YM54, Wei67, Sal68] ne peut encore etre confrontee a des mesures 
d'une telle precision, mais reproduit jusqu'a present l'ensemble des resultats obtenus 
dans les divers accelerateurs de particules [B + 96]. Les disaccords tantot observes se 
sont jusqu'a present reveles imputables a des erreurs de protocole experimental, et 
dans l'hypothese ou un tel disaccord viendrait a etre confirme, certaines particularites 
de ces theories seraient susceptibles d'etre revues sans pour autant remettre en cause 
le schema general de la theorie quantique des champs. 

1.1.1 Divergences et renormalisations 

Cet etat de grace de la theorie des champs contraste singulierement avec le scepti- 
cisme general qui en a entoure la naissance dans les annees 1940, entachee il est vrai 
d'incoherences mathematiques de mauvais augure. Si les infinis apparaissant dans le 
calcul de quantites aussi elementaires que la masse de l'electron induite par les fluctua- 
tions du vide ont ete assez rapidement domptes par une procedure de renormalisation, 
la puissance predictive de telles theories etait neanmoins diminuee, puisqu'il etait neces- 
saire de normaliser ces infinis a la valeur finie donnee par l'experience. Sans compter 
l'aspect inesthetique et ad hoc de la procedure, la serie de perturbation obtenue s'averait 
elle-meme divergente, et pouvait au mieux s'interpreter comme une serie asymptotique 
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a faible couplage. La transposition des methodes du groupe de renormalisation de K. 
Wilson en theorie statistique des champs a la theorie quantique des champs a permis 
une comprehension bien plus satisfaisante de ces infinis. L'origine de ces divergences 
etait alors identifiee comme le resultat de revolution des constantes de couplage en 
fonction de l'echelle d' observation, apres integration des degres de libertes aux echelles 
intermediaries. Les constantes de couplage «nues» de la theorie aux echelles infiniment 
petites apparaissaient ainsi infinies a l'echelle d'observation. Les theories des champs 
dites renormalisables ne pouvaient done etre definies sans reference a une echelle de 
regularisation ultraviolette, et seuls les couplages preservant la renormalisabilite etaient 
pertinents pour la determination des interactions a l'echelle d'observation, les autres 
ne survivant pas au hot de renormalisation. En particulier, le couplage des theories de 
jauge, sans dimension et done juste pertinent, presentait un comportement tres dif- 
ferent sous le groupe de renormalisation, tendant a zero aux grandes distances dans 
les theories de jauge abeliennes ou non abeliennes avec un nombre suffisant de champs 
de matiere, tandis qu'il augmentait dans l'infrarouge pour les theories de jauge non 
abeliennes avec suffisamment peu (ou pas) de champs de matiere, finalement quittant 
le regime perturbatif. Inversement, aux petites distances, le couplage des premieres 
divergeait au pole dit de Landau , tandis qu'il decroissait vers zero pour les secondes, 
dites pour cette raison asymptotiquement libres. Cette derniere categorie, dans laquelle 
entre le modele standard, devenait ainsi le seul candidat a une theorie fondamentale 
susceptible de decrire les interactions de jauge. La liberte asymptotique permettait en 
outre de calculer de nombreuses predictions a haute energie par un developpement 
perturbatif, aboutissant a l'accord que Ton sait avec les resultats des experiences de 
diffusion profondement inelastique. 

1.1.2 Au-dela de la theorie de perturbation 

Si seules les theories de jauge asymptotiquement libres peuvent pretendre a une 
description fondamentale de la matiere, on congoit l'importance de definir ces theories 
au niveau non perturbatif, sinon de developper des methodes de calcul dans ce regime. 
L'echelle d'energie du spectre des particules stables, leptons, mesons et baryons (~ 
lGeV), est en effet bien inferieure a l'echelle des quarks et gluons sondee par les ex- 
periences de diffusion profondement inelastique (~ 200GeV), et correspond done a un 
regime de fort couplage effectif ; la demonstration du confinement du nombre quantique 
de couleur et de la brisure de symetrie chirale est done hors de portee des methodes 
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perturbatives ordinaires. 

La definition d'une theorie des champs hors du regime perturbatif est en soit un 
probleme majeur, et les approches constructivistes ne sont pas encore en mesure de 
definir rigoureusement les theories de jauge en dimension 4. Inspiree par les modeles 
de physique statistique, la regularisation sur reseau des theories de jauge offre une 
definition commode a tout couplage, releguant ces complications au traitement de la 
limite de grand volume. Elle se prete particulierement bien au calcul sur superordina- 
teur, et des resultats tres encourageants ont deja ete obtenus [Wei96]. Son efficacite 
sur le plan analytique n'est cependant pas aussi evidente, et une meilleure comprehen- 
sion, au moins qualitative, des phenomenes non perturbatifs peut etre obtenue grace 
aux methodes semi-classiques, basees sur la recherche des solutions classiques et leur 
quantification perturbative. 

Le developpement de ces methodes remonte a la decouverte des solitons de Polyakov 
et 't Hooft [Pol74, tH76] et des instantons de 't Hooft et Belavin et al. [tH76, BPST75] 

Les solitons correspondent a des solutions non triviales des equations classiques 
du mouvement, independantes du temps et localisees dans l'espace ; leur stabilite est 
garantie classiquement par la topologie non triviale de ces configurations de champs. 
Leur masse croit comme l/g 2 , et ils echappent done au spectre perturbatif. Ce sont 
des candidats a la representation de particules du spectre non perturbatif, et leurs pro- 
prietes peuvent en principe etre determinees par quantification autour de ces solutions. 

Les instantons sont au contraire localises dans le temps autant que dans l'espace, et 
correspondent a des transitions par effet tunnel entre les vides classiques de la theorie. 
Ils entrent en principe sur un pied d'egalite avec le vide trivial dans la definition non 
perturbative de la theorie, bien que le calcul se limite dans la pratique a la prise en 
compte d'un gaz dilue d'instantons. Leur contribution n'est pertinente que dans le 
cas de processus interdits perturbativement, sans quoi la contribution en e -1 ^ 2 des 
instantons ne saurait emerger des contributions perturbatives en g n . 

1.1.3 Supersymetrie, dualite et calculabilite 

Ces methodes non perturbatives ont tres recemment subi un essor remarquable 
dans le cadre des theories de jauge a supersymetrie etendue, pour lesquelles les pro- 
prietes de supersymetrie garantissent l'absence de corrections perturbatives pour cer- 
taines quantites physiques au-dela d'un certain ordre, ainsi que la stabilite, pour des 

J 1 On se reportera avec profit a [Col77, Col74] pour une introduction elementaire a ces techniques. 
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valeurs generiques du couplage, d'etats verifiant la propriete de Bogomolny, Prasad 
et Sommerfield (BPS), c'est-a-dire annihiles par certaines charges de la super-algebre 
de Poincare* 2 . Des 1978, une conjecture de Montonen et Olive [M077] raffinee par 
Osborn [Osb79] proposait que les theories de jauge a supersymetrie N — 4, finies a 
tout ordre en perturbation, possedaient au niveau quantique la symetrie de dualite 
electrique-magnetique, dite S- dualite. Cette symetrie est bien connue dans l'electro- 
dynamique classique de Maxwell, ou elle echange champs electriques et champs mag- 
netiques, charges electriques et charges magnetiques, tout en inversant le couplage de 
jauge. Bien que l'absence experimental de monopoles magnetiques laisse supposer que 
cette symetrie n'est pas preservee dans la realite, on conjecturait au contraire que cette 
transformation de dualite restait une symetrie quantique des theories de jauge super- 
symetriques N — 4. L'aspect le plus frappant de cette conjecture est qu'elle reliait un 
regime de faible couplage, dans lequel la theorie de perturbation donne des informa- 
tions fiables, a un regime de fort couplage hors d'atteinte jusqu'alors. La decouverte 
par Witten et Olive [W078] que la masse des etats BPS etait protegee de corrections 
quantiques pour toute valeur du couplage, donnait les premieres indications de la va- 
lidate de cette conjecture, en permettant Identification des monopoles magnetiques de 
't Hooft et Polyakov aux bosons de jauge fondamentaux W ± dans la formulation duale. 
Un pas decisif dans la demonstration de cette conjecture etait effectue par Sen en 1994, 
qui montrait que l'extension de cette dualite binaire a un groupe discret infini 57(2, Z), 
dit de S-dualite, agissant par transformations modulaires sur le parametre complexe 
S = ^ + i^r, ou Ton a inclus Tangle 9 couplant a la densite topologique f F A F, im- 
pliquait l'existence d'etats solitoniques de charge electrique et magnetique (p, q) pour 
tous p et q entiers premiers entre eux ; il reliait l'existence de ces etats aux vides d'une 
mecanique quantique sur l'espace des modules des monopoles de charge magnetique q, 
et construisait explicitement la fonction d'onde du monopole de charge magnetique 2 
[Sen94]. Ces resultats sont pour une grande part a l'origine de la ruee vers l'El Dorado 
des dualites. 

La decouverte du gisement revient cependant a Seiberg et Witten, qui la meme an- 
nee 1994, montraient comment, en utilisant les contraintes de la supersymetrie et de la 
dualite electrique-magnetique sur la structure globale de l'espace des vides, on pouvait 
determiner Taction effective de basse energie, exacte a toute valeur du couplage, pour 

* 2 Les disintegrations d'etats BPS ont ete mises en envidence dans les theories de supersymetrie 
N ~ 2 [SW94b, Fer97] mais n'interviendront pas dans les cas de supersymetrie plus elevee consideres 
dans ce memoire. 
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une large classe de theories de jauge a supersymetrie etendue N = 2 [SW94a, SW94b]. 
Ce tour de force donnait pour la premiere fois la dynamique a grande distance, ou fort 
couplage, d'une theorie des champs non triviale en quatre dimensions d'espace-temps, 
et fournissait ainsi un terrain d'etude privilegie pour les phenomenes non perturbatifs 
de confinement, brisure de symetrie chirale et condensation de monopoles. L'argument 
de Seiberg et Witten utilisait de maniere cruciale la dualite electrique-magnetique, 
celle-ci reliant differentes descriptions equivalentes d'un meme point de l'espace des 
modules. 

Malheureusement, ces theories a supersymetrie etendue, bien que traitables analy- 
tiquement, n'ont que peu de pertinence phenomenologique, la raison premiere en etant 
l'impossibilite d'introduire de la matiere chirale. Elles peuvent certes donner lieu a 
des theories supersymetriques N=l ou sans supersymetrie par brisure douce, encore 
controlables mathematiquement, mais toujours non chirales. Peu de temps avant son 
article fondateur avec E. Witten, N. Seiberg proposait une version differente de la dual- 
ite electrique-magnetique dans le cadre des theories de jauge de supersymetrie N — 1, 
dite dualite infrarouge [Sei94]. Sur la base d'arguments de comptage de degres de lib- 
erie, de limites de decouplage et de correspondance d'anomalies chiralesde 't Hooft, 
Seiberg proposait que la theorie N = 1 de groupe de jauge SU(N C ) et en presence 
de Nf saveurs de quarks soit identique a grande distance a une theorie de groupe de 
jauge different SU(Nf — N c ), Nf saveurs de quarks et Nj singlets de jauge ; les bosons 
de jauge non abeliens d'une theorie apparaissaient ainsi comme des solitons dans la 
description duale. Si cette conjecture a ete etendue a un grand nombre de situations et 
a considerablement fait progresser notre comprehension de la dynamique des theories 
de jauge, sa puissance calculatoire est malheureusement restee limitee jusqu'a present. 

1.2 ...aux theories des supercordes... 

Couronnee de succes pour la description des trois interactions electromagnetique, 
forte et faible dans le cadre du modele standard, la theorie des champs doit cependant 
reconnaitre son echec a decrire la force de gravitation au niveau quantique. Renor- 
malisables en dimension deux, les interactions gravitationnelles generent de severes 
divergences ultraviolettes en dimension superieure, et de nouveaux contre-termes et 
done constantes de couplage doivent etre introduits a chaque ordre en perturbation. 
Ces difficultes ne sont finalement pas surprenantes, si Ton realise que la notion de 
gravite quantique remet en cause les fondements de la structure de l'espace-temps aux 
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distances inferieures a l'echelle de Planck (10~ 35 m, ou 10 19 GeV), et done la notion 
meme de champ defini en tout point de l'espace. Des efforts importants ont ete con- 
sacres a transposer les methodes des theories de jauge a la gravitation dans le cadre 
de la theorie de gravitation de boucles [Rov97], mais leur succes est encore incertain. 
Face a ces difficultes, la theorie des supercordes apparait a l'heure actuelle comme le 
seul candidat viable a l'unification quantique de toutes les interactions fondamentales. 

1.2.1 Theories perturbatives de cordes 

Initialement developpee sous le nom de modeles duaux a la fin des annees soix- 
ante afin de rendre compte des trajectoires de Regge observees sur le spectre des reso- 
nances hadroniques de spin eleve, la theorie des cordes a decouvert sa veritable vocation 
lorsqu'il a ete realise que la presence d'une particule de spin 2 dans son spectre de masse 
nulle en faisait un candidat naturel a la description de la gravitation quantique[SS74] ; 
ce candidat etait d'autant plus attirant que contrairement aux theories des champs, 
toutes les amplitudes y etaient finies. La raison de ce miracle tient a la structure etendue 
que la theorie confere aux objets elementaires, de petites cordes relativistes oscillantes 
decrivant une surface d'univers au cours de leur propagation dans l'espace-temps, et in- 
teragissant de maniere geometrique par coupure et recollement (splitting and joining), 
correspondant aux bifurcations de cette surface (figure 1.1). La tension de la corde 1/a' 
definit l'echelle de masse de la theorie, dite echelle des cordes, tandis que les interactions 
sont ponderees par le couplage des cordes sans dimension g. Vues de loin, ces cordes se 
comportent comme des particules ponctuelles dont la nature, la masse et les interac- 
tions sont determinees par l'etat d'oscillation interne. Tout comme la ligne d'univers 
d'une particule ordinaire supporte une theorie des champs unidimensionelle, la surface 
d'univers de la corde supporte une theorie des champs bidimensionnelle conformed 3 . 
Les contraintes d'invariance conforme restreignent la dimensionality de l'espace-temps 
a la dimension critique D = 26, et lui imposent en outre de verifier une extension 
des equations de la relativite generate, corrigees a tous les ordres en a'. La gravitation 
emerge done naturellement, et cette correspondance fixe la taille caracteristique des 
cordes a l'echelle de Planck. 

Cette version simpliste, dite corde bosonique n'est cependant pas viable en raison de 

■f 3 Cette derniere condition, necessaire au decouplage du champ de Liouville sur la surface d'univers, 
peut etre relaxee dans le cadre des theories des cordes non critiques. Ces dernieres seront ignorees 
dans le cadre de cette these, bien que de recents progres permettent d'esperer en leur quantification. 
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Fig. 1.1: Interaction de splitting et surface d'univers de la corde 

la presence d'une particule de masse carree negative, le tachyon, revelatrice de l'insta- 
bilite de cette theorie, ainsi qu'en raison de l'absence de degres de liberte fermioniques 
dans le spectre. On peut cependant remplacer la theorie conforme bidimensionnelle 
en une theorie conforme localement supersymetrique, ou superconforme, pour obtenir, 
apres une projection judicieuse [GS076], une theorie sans tachyon de dimension cri- 
tique D = lO* 4 . L'invariance superconforme sur la surface d'univers conduit alors a une 
theorie supersymetrique dans I'espace ambiant. Ces theories sont en general chirales, et 
les contraintes de compensation d'anomalies gravitationnelles selectionnent une dizaine 
de modeles [KLT86a], dont seuls six modeles ne presentent pas de tachyon : on con- 
struit ainsi les cordes ouvertes de type I avec supersymetrie d'espace-temps iV = 1 a 
dix dimensions et groupe de jauge SO (32) ; les cordes fermees de type II A et IIB avec 
supersymetrie N = 2 non chirale (HA) ou chirale (IIB) a dix dimensions ; les cordes 
fermees heterotiques avec supersymetrie N = 1 a dix dimensions et groupes de jauge 
SO (32) ou E 8 x E s ; et finalement la corde heterotique non supersymetrique de groupe 
de jauge 5*0(16) x SO (16) [AGGMV86], que nous omettrons dans la suite en nous 
restreignant aux theories des supercordes critiques super symetriques. 

Le spectre de ces theories de supercordes se compose done d'un etage de masse nulle 
comprenant une particule scalaire <fi dite dilaton, dont la valeur moyenne g = definit 
le couplage de la theorie, d'une particule de spin 2 identifiee au graviton , et d'un cer- 
tain nombre de tenseurs antisymetriques de jauge dependant de la theorie consideree ; 

* 4 Les theories superconformes etendues conduisent a une dimension critique D = 2 (N = 2) ou D = 
—2 (N = 4) dont la pertinence n'est pas evidente. Certaines constructions heterotiques permettent 
d'obtenir D — 4 pour une supersymetrie de surface d'univers N = (2, 1) [0V91], mais ne seront pas 
considerees dans ce memoire. 
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ces tenseurs generalisent la notion de potentiel vecteur a un tenseur antisymetrique 
a p indices B, ou p- forme, invariant sous la transformation de jauge B — > B + dA 
ou A est une (p — l)-forme quelconque. Le spectre inclut egalement une tour d'etats 
massifs de spin arbitrairement eleve et de masses carrees en progression arithmetique 
M 2 = N/a', tout comme la gamme pythagoricienne des modes propres de la corde 
vibrante. Les modes N ^ n'apparaissent qu'aux energies de l'ordre de l'echelle de 
Planck, et leurs effets peuvent done etre integres pour donner une theorie des champs 
de basse energie regissant la dynamique des etats de masse nulle ; les symetries de 
diffeomorphismes et de jauge ajoutees aux proprietes de supersymetrie d'espace-temps 
identifient cette theorie des champs aux theories de supergravite introduites par Freed- 
man, van Nieuwenhuizen, Ferrara, Deser et Zumino [FvNF76, DZ76b]. Bien que ces 
theories soient non renormalisables au sens du comptage de puissances, les theories de 
supercordes en fournissent une regularisation coherente et compatible avec toutes les 
invariances de jauge. 

1.2.2 Interactions et theorie de perturbations 

La theorie des supercordes telle qu'elle emerge au milieu des annees 1980 rassem- 
ble done en realite six theories des cordes critiques distinctes, selectionnees par un 
cahier des charges drastique : absence d'instabilite tachyonique, et absence d'anoma- 
lies gravitationnelles et de jauge. Ces theories sont definies par leur developpement 
perturbatif en somme sur les surfaces de Riemann de genre arbitraire n, remplagant 
les diagrammes de Feynman ordinaires a n boucles, ponderees par une puissance du 
couplage g n (figure 1.2). Grace a l'invariance conforme, les pattes externes des dia- 
grammes peuvent etre incorporees comme des insertions d' operateurs de vertex locaux 
dans la theorie des champs bidimensionnelle. II faut encore sommer sur les differentes 
metriques sur la surface d'univers, ou plus precisement sur leurs classes d 'equivalence 
conforme, lesquelles sont determinees par la structure complexe de la surface de Rie- 
mann : cette operation est analogue a la sommation sur les moments des particules se 
propageant dans les boucles, et prend egalement en compte les facteurs de symetrie 
des diagrammes. La definition des theories des supercordes est done intrinsequement 
perturbative en le parametre g. Par contraste, la theorie conforme sur chaque surface 
est definie non perturbativement en ol , bien qu'il puisse s'averer necessaire d'effectuer 
un developpement perturbatif en a' lorsque cette theorie n'est pas integrable. 
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FlG. 1.2: Developpement en surface de Riemann de genre arbitraire : contribution a 
l'ordre des arbres, une boucle, deux boucles,... 

1.2.3 Compactification et degenerescence du vide 

La restriction sur la dimensionnalite D = 10 de l'espace peut etre levee en sup- 
posant certaines d'entre elles compactes de rayon tres faible. La variete correspondant 
a ces directions compactes est astreinte a verifier les equations d'Einstein generalisees ; 
la preservation de la supersymetrie d'espace-temps restreint la variete de compactifi- 
cation aux espaces de Calabi-Yau, mais laisse encore un nombre important de pos- 
sibility : ainsi, dans le cas de la compactification N = 2 a 4 dimensions, quelques 
11000 espaces de Calabi-Yau topologiquement distincts sont connus, avec pour cha- 
cun plusieurs parametres de deformations continues ! Notons de plus que Ton peut 
construire des theories de supercordes directement a quatre dimensions en remplagant 
les dimensions internes par une theorie superconforme de charge centrale equivalente 
[KLT86b, ABK87]. On obtient dans certains cas des descriptions conformes exactes 
de compactification geometrique sur des espaces de Calabi-Yau [Gep87] ou sur des 
solutions cosmologiques [KL92], ou bien des descriptions sans equivalent geometrique 
connu. 

Cette abondance de modeles pour une theorie d'unification ne justifie cependant 
pas que Ton se desinteresse de ces theories : ces modeles doivent en effet etre consideres 
comme des etats du vide differents des quelques theories des supercordes fondamentales 
a dix dimensions, determines par les valeurs moyennes de champs scalaires de masse 
nulle, dits champs de module, parametrant la variete de compactification. Ces scalaires 
prennent en general leurs valeurs dans une variete abstraite courbe, dite espace des 
modules. La selection du vide physique, ou en d'autres termes la generation de masse 
pour les champs de modules, reste incomprise a l'heure actuelle. 

1.2.4 Symetries perturbatives et symetries cachees 

La decouverte des dualites d 'espace cible (target space dualities, ou T-dualites) ap- 
porte une confirmation de ce point de vue. Ces dualites apparaissent dans l'exemple 



1.2 ...aux theories des supercordes.. 



23 




Fig. 1.3: La T-dualite des cordes fermees echange les etats de moment sur un cercle 
de rayon R (gauche) et les etats d'enroulement sur un cercle de rayon a'/R (droite). 

le plus simple de la compactification sur un cercle de rayon R : le spectre comporte 
alors des etats de moment de masse M. = mj R correspondant aux excitations de la 
theorie des champs portant un moment interne P = m/ R selon la direction com- 
pacte, mais aussi des etats d'enroulement specifiques a la theorie des cordes, de masse 
M. = nR/a' correspondant a une corde enroulee n fois autour du cercle (figure 1.3). 
Ces deux etats sont echanges sous l'inversion du rayon R — > a'/R, et on peut montrer 
que cette transformation est une symetrie exacte de la theorie conforme, done valable 
a tous les ordres dans la theorie de perturbation. Cette symetrie Z 2 se generalise en 
une symetrie de T-dualite SO(d, d, Z) pour les compactifications sur tore T d , et dans le 
cas des compactifications sur espaces de Calabi-Yau donnent lieu a la symetrie miroir, 
qui identifie deux espaces de topologies differentes. La T-dualite agit comme automor- 
phisme des cordes heterotiques, mais comme isomorphisme des cordes de type IIA et 
IIB, echangees sous la T-dualite. Elle aura egalement des consequences inattendues 
dans le cadre des theories de cordes ouvertes, ainsi que nous le verrons incessamment. 

Les T-dualites agissent ordre par ordre en theorie des perturbations et apparaissent 
comme symetries continues^ 5 de la theorie de supergravite decrivant la dynamique a 
basse energie. Les theories de supergravite presentent cependant, outre ces symetries 
perturbatives, des symetries cachees reliant des regimes de couplages differents, ana- 
logues a la S-dualite electrique-magnetique des theories de jauge [CJ79]. L'exemple le 
plus simple est sans doute la S-dualite Sl(2, Z) de la theorie de type IIB, agissant par 
transformations modulaires sur le parametre complexe S = CL+ie'^, ou Ob correspond a 
la valeur moyenne d'un champ scalaire de la theorie de type IIB ; les deux tenseurs anti- 
symetriques (B^, B^) se transforment en outre comme un doublet sous cette symetrie. 

^Les etats d'enroulement et de moment charges par rapport a cette symetrie continue sont en effet 
absents de la theorie effective a basse energie. 
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La theorie de supergravite est invariante sous le groupe continu Sl(2, R) [Sch83] ; celui- 
ci est brise en un sous-groupe discret par l'existence de la corde fondamentale, chargee 
sous cette symetrie. Par analogie avec la dualite de Montonen- Olive, on est done amene 
a conjecturer la validite quantique de cette symetrie, et done l'existence d'un multiplet 
de cordes solitoniques de charges (p,q) par rapport aux champs (B,B). Cette conjec- 
ture suppose naturellement l'existence d'une extension non perturbative de la theorie 
des supercordes de type IIB. 

De telles symetries cachees sont visibles dans de nombreux cas, et se conjuguent 
avec les dualites d'espace cible pour former un groupe de dualite plus large, dit de 
U-dualite, agissant dans l'extension non perturbative hypothetique des theories de su- 
percordes, ou reliant differentes theories de supercordes moyennant une redefinition des 
champs [HT95]. L'existence de symetrie de Taction effective ne suffirait pas a conclure 
a l'existence de ces dualites, mais l'etude du spectre non perturbatif des theories de 
supergravite en apporte une confirmation eclatante. 

1.2.5 Spectre de solitons, membranes et D-branes 

Bien que la formulation non perturbative des theorie des supercordes reste encore 
un probleme ouvert a ce stade, l'etude du spectre semi-classique des solitons de la 
theorie de supergravite donne une indication du spectre non perturbatif de cette theorie 
hypothetique. En particulier, pour autant que ces etats soient suffisamment etendus 
pour que la description de basse energie soit valide, les solitons verifiant la propriete 
BPS peuvent etre identifies avec des etats BPS non perturbatifs de la theorie des cordes. 

La determination de ces etats est probablement a l'origine du bouleversement de 
notre comprehension des theories des supercordes. Elle revele en effet l'existence d'une 
variete d'etats BPS etendus dits p-branes, generalisant la notion de particule ponctuelle 
( p = ) et de corde ( p — 1 ) a des objets comportant p > dimensions internes. Ces 
etats, infiniment lourds et localises a faible couplage, correspondent a des champs de 
fond des theories de supergravite concentres au voisinage d'hypersurfaces de dimension 
p+1. Ces objets possedent neanmoins des modes propres de vibration leur conferant 
une dynamique, qui peut en principe etre calculee dans 1' approximation de l'espace des 
modules, comme dans le cas des monopoles magnetiques de la theorie des champs. 

Ces etats etendus ne sont pas sans rappeler les D-branes etudiees des le debut des an- 
nees 1990 dans le cadre de la T-dualite des theories de cordes ouvertes [Hor89, DLP89]. 



1.3 ...a la M-theorie 



25 




Fig. 1.4: La T-dualite des cordes ouvertes echange les cordes ouvertes libres (gauche) 
avec les cordes ouvertes aux extremites attachees sur la D-brane (droite). 

Contrairement aux theories de cordes fermees ou la transformation R — > a'/ R agit de 
maniere triviale, la propagation libre des cordes ouvertes sur un cercle de rayon R est 
identifiee dans l'image duale a la propagation sur un cercle de rayon a'/R en presence 
d'un defaut ponctuel sur lequel les extremites des cordes ouvertes sont contraintes de 
s'attacher (figure 1.4). Ce defaut, localise dans la dimension compacte dualisee, definit 
une hypersurface de dimension 9 dans l'espace minkovskien a 10 dimensions, et done 
une 8-brane (ou, dans le cas d'une compactification sur un tore de dimension d, une 
(9 — (i)-brane). Ces objets, baptises Dp-branes (ou D-branes) par reference a la con- 
dition de bord de Dirichlet satisfaite par les coordonnees de plongement de la corde 
ouverte, ont ete identifies avec les p-branes de la supergravite dans un article ma- 
jeur de Polchinski, identifiant leur couplage aux champs de jauge des supergravites de 
type II [Pol95]. Leur role s'est considerablement developpe lorsqu'il a ete realise que 
la description de leurs interactions se ramenait a une theorie de jauge usuelle sur leur 
volume d'univers, permettant ainsi l'application fructueuse de resultats obtenus dans 
le cadre de la theorie des cordes au domaine des theories de jauge. Notons egalement 
l'existence dans les theories de type II et heterotiques de la 5-brane de Neveu-Schwarz, 
ou NS5-brane, chargee magnetiquement par rapport au tenseur du secteur grav- 
itationnel universel. Contrairement aux D-branes, cet objet solitonique ne possede a 
l'heure actuelle pas de description en termes de theorie conforme bidimensionnelle. 

1.3 ...a la M-theorie 

La decouverte de ces solitons etendus remettait en cause la vision perturbative des 
theories de supercordes : de la corde fondamentale et des solitons de membranes, quels 
sont les objets fondamentaux definissant la theorie au niveau non perturbatif ? Quand il 
existe une corde solitonique en plus de la corde fondamentale, existe-t-il une description 
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Fig. 1.5: Schema synthetique des dualites de cordes a 16 et 32 charges super- 
symetriques. Les fleches verticales representent les compactifications, les doubles fleches 
pleines les dualites non perturbatives, les doubles fleches claires les dualites perturba- 
tives. 

duale dans laquelle leurs roles soient echanges? On savait deja que les cordes de type 
IIA et de type IIB etaient reliees par la symetrie miroir perturbative, les autres cordes 
pourraient-elles etre reliees par des dualites non perturbatives analogues a celles mises 
en evidence en theorie des champs ? 

1.3.1 Dualite des theories de cordes 

Ces developpements conduisirent ainsi en 1995 a la formulation de l'hypothese, 
largement confirmee par la suite, que les cinq theories de supercordes supersymetriques 
ne formaient que differentes facettes de la meme theorie, dans differentes approxima- 
tions de son espace des modules. Cette idee depasse largement en puissance le con- 
cept de dualite electrique-magnetique apparu en theorie des champs, et s'inspire d'un 
faisceau de coincidences remarquables ; le lecteur pourra s'orienter a l'aide de la M- 
appemonde figure (1.5). 

Ainsi, les cordes de type I et heterotiques de groupe de jauge SO(32) possedent la 
meme action moyennant la redefinition ghet = l/f?/. La corde de type I a dix dimensions 
possede un outre un soliton de corde, correspondant a la 1-brane de Polchinski, dont la 
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structure n'est autre que celle de la corde fondamentale de la theorie heterotique. Ces 
observations conduisent a postuler que la theorie des supercordes de type I et la theorie 
des supercordes heterotiques SO (32) ne sont que deux developpements perturbatifs, 
l'un a gj faible, l'autre a gj grand, d'une meme theorie definie a toute valeur de gi. Les 
theories heterotiques de groupe de jauge 5*0(32) et E$ x E$ etant perturbativement 
equivalentes par T-dualite apres compactification sur un cercle, on voit que Ton ramene 
ainsi les trois theories de supercordes avec supersymetrie N = 1 a dix dimensions a 
une seule. 

En realite, le cas le plus clair de dualite fut d'abord observe dans les compactifica- 
tions a six dimensions de la corde heterotique sur un tore T 4 , et de la corde de type 
IIA sur une variete K%. Ces deux modeles, de supersymetrie N = 2 en six dimen- 
sions, possedent le meme espace des modules R+ x 50(4, 20, R)/(50(4) x 50(20)) 
correspondant au dilaton et aux modules du reseau pair autodual r 4i2 o definissant la 
compactification de la theorie heterotique d'une part ; au dilaton et aux modules de 
la compactification de la corde de type IIA sur K 3 d'autre part. Les actions effectives 
de basse energie sont en correspondance sous l'identification guA = 1/ ghet, et les etats 
du spectre perturbatif correspondant au reseau r 4 2 o sont identifies avec les D-branes 
enroulees sur les 4 cycles auto-duaux et 20 cycles anti-auto-duaux de l'homologie de 
K 3 . Cette dualite sera largement discutee dans ce memoire, ou nous l'utiliserons pour 
deduire des couplages exacts dans une theorie grace a un calcul perturbatif dans la 
theorie duale. 

1.3.2 Le chainon manquant 

La conjecture de dualite entre les theories de type IIA et heterotiques souffrait 
cependant de n'etre valable qu'apres compactification a six dimensions, et laissait mys- 
terieux le lien entre les theories de type I (supersymetrie N — 1) et les theories de type 
II (N = 2) a dix dimensions. Le chainon manquant fut postule par E. Witten en 1995, 
et le mystere qui l'entoure encore maintenant lui a valu l'appellation de M-theorie. 
La justification de son existence repose principalement sur le lien entre la theorie de 
supergravite N = 2 a dix dimensions decrivant la dynamique de basse energie des 
supercordes de type IIA avec la theorie de supergravite JV = 1 a onze dimensions con- 
struite par Cremmer, Julia et Scherk [CJS78]. La supergravite all dimensions restitue 
en effet la supergravite de type IIA apres compactification a la Kaluza-Klein sur un 
cercle, c'est-a-dire en omettant toute dependance sur la direction interne [Kal21, Kle26]. 
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Le rayon de la onzieme dimension Rn et l'echelle de Planck a onze dimensions In se 
trouvent ainsi identifies avec la constante de couplage gnA de la theorie des cordes de 
type IIA et l'echelle de corde a' selon* 6 

Ru/hi = g 2 n A , hi = Va?9nA • (1-1) 

Cette identification entre theories de supergravite peut etre etendue a plus haute energie 
en identifiant les DO-branes de la theorie de type IIA avec les modes de Kaluza- 
Klein du graviton de onze dimensions [Tow95, Wit95b] ; les D2-branes et la corde 
fondamentale de la theorie de type IIA suggerent alors l'existence d'une membrane 
de la M-theorie, enroulee ou non selon le cercle de rayon Rn, tandis les D4- et NS5- 
branes descendraient d'une hypothetique 5-brane. Membranes et 5-branes apparaissent 
du reste comme solitons de la supergravite a onze dimensions. Ces objets ne peuvent 
cependant etre quantifies a ce jour, et la definition meme de la M-theorie est encore 
inconnue ; nous reviendrons sur ce probleme dans la suite. 

L'existence de cette theorie etant postulee, il est naturel d'appliquer les methodes 
de construction de descendants habituelles en theorie des cordes. En particulier, tandis 
que la compactification sur un cercle Si restitue la theorie de type IIA, la compactifi- 
cation sur un orbifold 5 l i/Z 2 (autrement dit, un segment), doit donner une theorie de 
supersymetrie moitie, soit N — 1. Les constructions d'orbifold entrainent generique- 
ment l'existence d'etats dits twistes, localises sur les points fixes, soit ici les deux 
9-branes a chaque extremite du segment. Tandis que la theorie des cordes offre une 
methode generale pour determiner ces etats, on doit ici se contenter d'arguments in- 
directs. Horava et Witten ont ainsi pu montrer que l'annulation locale des anomalies 
gravitationnelles necessitait l'existence de bosons de jauge E 8 se propageant sur chaque 
bord [HW96]. Dans la limite ou la longueur du segment tend vers zero, on restitue ainsi 
le contenu de la theorie heterotique E 8 x E s , dont la corde fondamentale est donnee 
par la membrane (ou 2-brane) de la M-theorie suspendue entre les deux neuf-branes ! 

1.3.3 La theorie non perturbative des supercordes 

On voit done que les cinq theories des cordes de supersymetrie N — 1 correspondent 
a cinq limites d'une theorie maitresse qui admet un developpement different en serie de 
cordes perturbative dans chaque limite, tandis que la supergravite a onze dimensions 

* 6 Les coefficients numeriques ont ete omis dans cette formule. Des relations equivalentes mais utiles 
sont a' = lu/Ru, guA = Rii/Va*. 
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represente la limite de basse energie de cette theorie. Plus precisement, nous avons dis- 
cute un certain nombre de conditions satisfaites par ces cinq formulations limites qui 
autorisent l'existence d'un prolongement dans l'interieur du domaine des parametres. 
Cette approche est assez similaire a celle adoptee en geometrie differentielle, ou Ton 
definit une variete par les cartes locales sur un ensemble d'ouverts et par les fonctions 
de transitions. L'analogie a ses limites, car dans le cas present, sur chaque carte l'infor- 
mation n'est que de nature asymptotique, en raison de la non convergence de la serie 
asymptotique. On ne donne done la theorie que sur un ensemble de mesure nulle g = 0, 
et il faudrait un argument d'analyticite pour prolonger cette information a des valeurs 
finies des constantes de couplage. 

Quoi qu'il en soit, cette theorie non perturbative des supercordes, que nous denom- 
merons M-theorie dans la suite de cet expose, ne semble pas donner de place privilegiee 
aux cordes elles-memes, mais plutot aux membranes et cinq-branes. Elle doit egale- 
ment presenter la propriety d'engendrer une algebre de courants E 8 des lors qu'elle est 
definie en presence de bord, ce qui l'apparente aux theories de Chern-Simons [Hor97]. 
La theorie des supermembranes semble en l'etat actuel incoherente et ne peut servir 
de definition a la M-theorie. Dans la suite, nous discuterons une proposition recente 
pour definir la M-theorie sur le front de lumiere. Pour l'instant, nous adopterons une 
approche moins ambitieuse mais de rapport plus immediat, et envisagerons dans quelle 
mesure les techniques de calcul semi-classique en theorie des champs peuvent etre 
transposees a la theorie des cordes. 

1.3.4 Approche semi-classique a la theorie des supercordes 

Comme nous l'avons discute plus haut, les methodes semi-classiques pour la deter- 
mination non perturbative d'amplitudes physiques sont particulierement efficaces en 
theorie des champs lorsque Ton s'interesse a des processus interdits perturbativement. 
La theorie des supercordes, consideree dans un de ses vides supersymetriques, remplit 
precisement cette condition, du moins lorsque Ton s'interesse aux interactions domi- 
nantes a basse energie. On peut done chercher a calculer les corrections non perturba- 
tives en incluant les configurations d'instantons de la theorie des cordes. L'etude des 
points-selles euclidiens de la theorie de supergravite decrivant la dynamique de basse 
energie permet de determiner ces configurations, tout comme l'etude des solutions clas- 
siques minkovskiennes fournissait le spectre BPS non perturbatif des p-branes. Tout 
naturellement, les solutions euclidiennes s'obtiennent en enroulant la ligne d'univers 
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de genre temps des solutions minkovskiennes statiques autour d'un cercle de genre 
espace du continuum d'espace-temps. On obtient ainsi un "spectre" d'objets instan- 
toniques, localises a un instant donne, mais etendus dans p + 1 directions spatiales, 
a la difference des instantons ponctuels des theories de jauge en dimension 4. Mal- 
heureusement, l'absence de formulation non perturbative de la theorie des supercordes 
ne nous permet pas d'obtenir les regies de sommation sur ces configurations de maniere 
deductive. Cette approche serait done vouee a l'echec, s'il n'existait un certain nombre 
d'amplitudes physiques determinables exactement grace par des arguments de dualite. 
L'examen de ces quantites, exactes a toute valeur du couplage, dans la limite de faible 
couplage, permet d'identifier les contributions non perturbatives de ces instantons, et 
donne des indications precieuses sur les regies a appliquer dans des cas plus generaux. 
Cette strategie a ete mise en ceuvre dans le cadre de ce travail de these, et fera l'objet 
d'une discussion approfondie dans ce memoire. 

1.3.5 M comme Matrice ? 

Definie par le prolongement hypothetique de theories perturbatives, la theorie non 
perturbative des supercordes gagnerait en credibilite et predictivite a recevoir une 
formulation intrinseque qui ne fasse appel a aucun developpement perturbatif. Bien 
que la reponse a cette question reste encore hors d'atteinte, Banks, Fischler, Shenker 
et Susskind ont propose une formulation [BFSS97, Sus97] qui reproduit bon nombre 
des caracteristiques supposees de la M-theorie, dont l'amplitude de diffusion graviton- 
graviton predite par la theorie de supergravite all dimensions [BB97]. Cette approche, 
connue sous le nom de theorie des matrices (M(atrix) Theory) postule que la dynamique 
de la M-theorie peut etre decrite sur le front de lumiere par la mecanique quantique 
super symetrique de 9 matrices hermitiennes de u{N) dans la limite de grand N, obtenue 
par reduction dimensionnelle de la theorie de Yang-Mills U(N) supersymetrique a dix 
dimensions ; les 9 champs scalaires Aj issus de la reduction du potentiel vecteur 
sont identifies aux 9 coordonnees non commutatives transverses au front de lumiere. Ce 
modele n'est autre que celui decrivant la dynamique de N DO-branes, ainsi identifiees 
aux composants elementaires, ou partons, de la M-theorie. Cette formulation rappelle 
les developpements encore recents des modeles de matrices, qui avaient en effet permis 
de faire le lien entre la mecanique statistique d'une matrice aleatoire gaussienne dans 
la limite de double scaling et le developpement en genre d'une theorie de cordes. La 
connection avec les theories de supercordes critiques etait cependant restee hors de 
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portee, et le calcul limite au calcul de certains exposants critiques. L'analogie a pourtant 
ses limites, car c'est ici les fluctuations d'un nombre continu de matrices parametrees 
par le temps propre qu'il faut considerer. La propriete de supersymetrie etendue de la 
theorie des matrices permet cependant d'esperer que ce probleme reste traitable. Sa 
recevabilite reste cependant subordonnee a la demonstration de l'invariance de Lorentz 
5*0(1, 10) a onze dimensions, non manifeste sur le front de lumiere. 

Encore cette formulation ne traite-t-elle que la M-theorie dans l'espace plat a onze 
dimensions, soit une limite particuliere de la theorie non perturbative des supercordes. 
Pour pretendre au nom de M-theorie, elle doit pouvoir decrire les configurations de 
champs de fond les plus generates, et en particulier pouvoir etre compactifiee * 7 . Le 
mecanisme de compactification sur des varietes quelconques est bien loin d'etre compris, 
mais deja, la compactification sur des varietes toroi'dales plates de dimension d se revele 
beaucoup plus complexe qu'en theories des champs ou des cordes habituelles, puisque la 
mecanique quantique de matrices U(N) devient une theorie de jauge supersymetrique 
U(N) en dimension d+ 1, dans la limite de grand N\ Ce saut qualitatif compromet 
la predictivite de cette theorie, en particulier lorsque d > 3 puisqu'alors la theorie de 
jauge devient non renormalisable et done mal definie a courte distance, ou elle doit etre 
completee par des degres de liberte supplementaires. Les U-dualites de la M-theorie sont 
alors identifiees aux dualites electrique-magnetique et geometriques de ces theories de 
jauge etendues. Au cours de ce travail de these, nous avons egalement montre comment 
les modules de la compactification pouvaient s'interpreter dans le cadre de la theorie des 
matrices, et etudie le spectre des etats BPS dans les deux formulations. L'identification 
de la theorie des matrices a la M-theorie, et en particulier aux theories de supercordes 
limites, n'a cependant ete verifiee que dans le secteur BPS, et on peut legitimement se 
demander si cette equivalence, comme les conjectures de dualite des cordes, s'etend au 
spectre entier des theories de supercordes. 

1.3.6 Au dela du cadre de ce memoire... 

Le panorama historique que nous avons dessine jusqu'a present ne donne qu'un 
apergu impressionniste et imprecis du bouleversement survenu en quelques annees dans 
les theories des champs et des cordes. Nous aurons l'occasion de remedier a une partie 
des insuffisances de cette introduction dans la suite de ce memoire pour les sujets 

^Plus precisement, l'espace de Hilbert de la theorie des matrices devrait comporter des secteurs de 
superselection decrivant les differentes compactifications possibles. 
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touchant de plus pres a mes recherches doctorales, renvoyant le lecteur aux articles 
originaux et articles de revue cites en reference pour plus de details. Nous devrons 
egalement ignorer certains developpements prometteurs que nous n'avons pu aborder 
dans le cadre de cette these mais que nous esperons explorer dans un proche avenir : 

- La theorie des supercordes de type IIB admet des schemas de compactification 
non perturbative dans lesquels le dilaton n'est pas uniforme, et defini a une trans- 
formation de S-dualite 57(2, Z) pres. Ces configurations peuvent naturellement 
etre interpretees dans le cadre d'une theorie en dimension 12, introduite par C. 
Vafa sous le nom de F-theorie [Vaf96]. Bien que cette derniere soit encore mal 
definie (voir [BK97] pour une tentative interessante), on peut ainsi construire une 
nouvelle classe de modeles, dont, par compactification sur un espace de Calabi- 
Yau de dimension complexe 4, certains modeles de supersymetrie N = 1 a quatre 
dimensions d'interet phenomenologique. Cette procedure permet egalement de 
construire des theories de jauge de contenu arbitraire dans la limite ou la gravite 
se decouple, et de resoudre celles-ci explicitement [KKV97, Kle97]. 

- La modelisation des trous noirs en termes d'etats lies de D-branes permet une de- 
scription des degres de liberte microscopiques de ces objets. On a ainsi pu deriver 
la formule de Bekenstein-Hawking pour l'entropie des trous noirs extremaux et 
quasi extremaux, correspondant aux intersections BPS et quasi-BPS de D-branes 
(pour une courte revue, voir par exemple [Mal98]). Ce calcul a ete recemment 
etendu aux trous noirs non extremaux, dont le trou noir de Schwarzschild, grace a 
certaines transformations de U-dualite non considerees dans ce memoire [SS97c]. 

- L'etude de la dynamique de volume d'univers des solitons de la M-theorie permet 
de comprendre les dualites des theories de jauge comme action geometrique sur 
la configuration solitonique (voir [GK98] pour une revue de ces developpements) ; 
elle suggere egalement l'existence d'une classe de theories de jauge non triviales 
en dimension superieure a quatre, dont l'absence de formulation lagrangienne 
ne diminue pas l'interet. Elle permet enfin de relier les excitations des theories 
de jauge conformes, et en particulier de la theorie de Yang-Mills N=4 a quatre 
dimensions, aux excitations de supergravite sur l'horizon de ces solitons, tout au 
moins dans la limite de grand N [Mal97]. 
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1.4 Presentation de mes recherches doctorales 

Au cours de cette these, je me suis tout d'abord interesse aux proprietes de dualite 
des theories de champs supersymetriques N = 2. Dans leur article fondateur de 1994, 
Seiberg et Witten ont montre comment les corrections non perturbatives a la metrique 
des scalaires de la branche de Coulomb, ou la symetrie de jauge est brisee en un sous- 
groupe abelien, pouvaient etre calculees grace aux proprietes de dualite electrique- 
magnetique. En revanche, la branche de Higgs, ou la valeur moyenne des scalaires des 
hypermultiplets brise entierement la symetrie de jauge, est protegee de telles corrections 
par la supersymetrie globale. Les corrections provenant de la theorie des cordes ne 
sont cependant pas exclues, ce qui a motive l'etude de cette branche sous la direction 
d'Ignatios Antoniadis (annexe A) [AP97]. J'ai en particulier pu montrer l'existence 
d'une nouvelle dualite identifiant la branche de Higgs d'une theorie de jauge avec N c 
couleurs et Nf saveurs avec celle d'une theorie de Nf — N c couleurs et Nf saveurs. Cette 
dualite des branches de Higgs rappelle la dualite infrarouge suggeree par Seiberg dans 
les theories des champs supersymetriques N — 1 correspondantes ; elle a par la suite 
ete interpretee en termes d'action geometrique sur les configurations de D-branes. Je 
me suis ensuite penche avec Herve Partouche sur le probleme de la brisure partielle de 
supersymetrie globale N = 2 par les termes de Fayet-Iliopoulos magnetiques qu'il avait 
mise en evidence avec Ignatios Antoniadis et Tomasz Taylor [APT96] ; cette etude a 
conclu a l'impossibilite d'etendre ce processus en presence d'hypermultiplets charges 
minimalement couples, et ne sera pas reprise dans ce memoire [PP97]. 

Mon interet s'est ensuite porte vers les dualites des theories de cordes, au contact 
d'Elias Kiritsis et Costas Kounnas a la division Theorie du CERN. Apres l'etude d'une 
proposition recente de denombrement des etats BPS des theories de cordes heterotiques 
compactifiees sur T 6 ou de type IIA compactifiee sur K 3 x T 2 [DVV97a] qui s'est revelee 
incomplete, nous nous sommes interesses, en collaboration avec Andrea Gregori, Niels 
Obers et Marios Petropoulos, aux corrections de seuil aux interactions gravitationnelles 
a quatre derivees dans les theories = 4 de rang non maximal (annexe B)[GKK + 98]. 
Sous la dualite heterotique-type II, la contribution a une boucle de type II donne 
lieu a des corrections non perturbatives en e~ 1 ^ 2 correspondant a des cinq-branes 
heterotiques enroulees sur le tore T 6 . Cette generalisation des resultats de Harvey 
et Moore [HM96] a mis en evidence la restriction de la S-dualite a un sous-groupe de 
57(2, Z) dans ces modeles d'orbifolds sans point fixes, ainsi que certains comportements 
inattendus de theories heterotiques a fort couplage. 
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Cette premiere confrontation avec les effets non perturbatifs de la theorie des cordes 
m'a conduit a etudier, en collaboration avec Ignatios Antoniadis et Tomasz Taylor, 
d'autres couplages a quatre derivees dans ces theories N = 4, qui ont cette fois la pro- 
priety d'etre donnes exactement a une boucle du cote heterotique (annexe F)[APT98]. 
Leur interpretation du point de vue des cordes de type II correspond alors a des ef- 
fets non perturbatifs en e~ x l g de D-branes s'enroulant sur les cycles d'homologie de 
K 3 xT 2 . Nous avons ainsi obtenu les premiers exemples explicites d'effets d'instantons 
en espace courbe, et retrouve le denombrement des cycles algebriques de K 3 de genre 
donne, conjecture independamment par Berschadsky, Sadov et Vafa [BVS96]. 

Je me suis simultanement tourne avec Elias Kiritsis vers l'etude de situations plus 
pures ou les contributions de ces instantons pouvaient etre comprises plus precisement. 
Nous nous sommes ainsi interesses aux couplages en R A de la theorie de type IIB, 
pour lesquels Green et Gutperle avaient conjecture une expression non perturbative 
en termes d'une fonction non holomorphe modulaire de 57(2, Z) [GG97b]. Nous avons 
etendu leur conjecture aux compactifications de la corde de type IIB sur T 2 et T 3 , pour 
lesquelles nous avons montre que les series d'Eisenstein invariantes sous les groupes de 
U-dualite £7(3, Z) et S7(5,Z) reproduisaient les contributions perturbatives a l'ordre 
des arbres et a une boucle, ainsi que des sommes d'instantons interpretables en termes 
de cordes de type (p,q), images de la corde fondamentale sous la symetrie 57(2, Z)#, 
enroulees sur les deux-cycles du tore de compactification (annexe C)[KP97c]. Nous 
avons ensuite etendu ces resultats aux compactifications toroidales quelconques de type 
IIA ou IIB, obtenant les contributions de Dp-branes de dimensionality arbitraire a ces 
couplages (annexe D)[PK98]. En meme temps, nous remarquions que ces contributions 
ne suffisaient pas a reproduire un resultat invariant sous la dualite en dimension D < 6, 
et qu'elles devaient etre completees par des contributions en e~ 1 ^ 2 dont Interpretation 
reste obscure a ce jour. Tout recemment, j'ai pu demontre l'absence de contributions des 
formes cuspoidales aux couplages en R A , fournissant ainsi la demonstration definitive de 
la conjecture de Green et Gutperle (annexe E)[Pio98]. Ce resultat apparait egalement 
comme consequence de l'etude des couplages a quatre derivees cite plus haut. 

La theorie des matrices, pretendante a une definition non perturbative de la M-the- 
orie et done de la theorie des supercordes, ayant remporte des succes remarquables, je 
me suis penche sur ces developpements en collaboration avec Eliezer Rabinovici et Niels 
Obers, dans l'espoir de clarifier ces contributions instantoniques (annexe G) [OPR97]. 
Nous avons ainsi pu faire le lien avec des resultats obtenus peu avant par Eliezer en col- 
laboration avec Amit Giveon, Shlyamon Elitzur et David Kutasov sur l'implementation 
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de la symetrie de U-dualite en theorie des matrices [EGKR98]. Nous avons egalement 
pu etendre ces resultats, en demontrant comment la theorie des matrices devait etre 
modifiee pour decrire des compactifications en presence de champs de fond de jauge, 
necessaires a la realisation de la U-dualite. 
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Chapitre 2 



Dualites non perturbatives des 

theories des champs 
super symetriques 

Comme nous l'avons decrit dans notre introduction, la notion de dualite electrique- 
magnetique mise en evidence dans les theories de jauges non abeliennes a supersymetrie 
etendue a joue un role essentiel dans l'emergence de la conjecture de dualite des theories 
de supercordes. Nous en donnerons ici une presentation sommaire, qui nous permet- 
tra d'introduire de nombreux concepts de base implicites dans les chapitres ulterieurs. 
Nous suivrons ainsi le cheminement de mon apprentissage, et introduirons le lecteur a 
la publication en appendice A. Ces idees ne prendront leur pleine dimension qu'une fois 
transposees aux theories de supergravite qui decrivent la dynamique a basse energie 
des theories de supercordes, et presentent des symetries «cachees» non perturbatives 
analogues a la S-dualite des theories de jauge. La breve description que nous en don- 
nerons nous introduira aux dualites des theories de supercordes, qui feront l'objet du 
chapitre suivant. 

2.1 Des monopoles magnetiques a la S-dualite 

2.1.1 Dualite et monopoles magnetiques 

L'idee de dualite electrique-magnetique remonte sans doute aux premiers jours de 
l'electrodynamique classique maxwellienne, dont les equations dans le vide presentent 
une symetrie globale U(l) melangeant champs electrique et champs magnetique selon 
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E + iB — > e l0t (E + iB). La validite en presence de matiere de cette symetrie impli- 
querait l'existence de particules ponctuelles chargees magnetiquement, dites monopoles 
magnetiques, qui aurait l'avantage d'expliquer la quantification de la charge : en effet, 
l'inobservabilite de la singularity de Dirac dans le potentiel vecteur en presence de deux 
dyons de charges electriques et magnetiques (q e , q m ) et (q' e , q' m ) impose la condition de 
Dirac-Schwinger-Zwanziger [Dir31, Sch66, Zwa68] 

Qeq' m ~ q' e q m e ^ttHZ ; (2.1) 

la charge electrique q e et la charge magnetique q m sont done restreintes a prendre leurs 
valeurs dans le reseau 

An 

q e = kg e , q m = — m , (e, m) G Z x Z; (2.2) 

ou la premiere relation definit notre convention pour le couplage de jauge g. On voit 
ainsi que la dualite electrique-magnetique echangeant charges electrique et magnetique 
s'accompagne d'une inversion du couplage de jauge^ 1 

An 

g — > — , e <-> m (2.3) 

echangeant faible couplage et fort couplage. Les monopoles de la theorie de Maxwell 
correspondent cependant a des configurations singulieres du champ de jauge, et leur 
existence est malheureusement fortement exclue par les donnees experimentales. 



2.1.2 Monopole de 't Hooft-Polyakov et conjecture de Montonen- 
Olive 

L'interet pour ces particules a ete relance avec la decouverte de solutions classiques 
de theories de jauges non abeliennes a symetrie spontanement brisee, chargees magne- 
tiquement sous le groupe de jauge abelien residuel [tH74a, Pol74]. La charge magnetique 
m est donnee par un invariant topologique, et ces etats sont done stables classiquement. 
Leur masse est donnee classiquement dans le cas du modele de Georgi-Glashow par 

. , An\a\ , , „ , 

M m = — — • \m , m E Z , (2.4) 
9 

ou a 2 = \ tr 2 designe la valeur moyenne du scalaire de Higgs dans la representation 
adjointe du groupe de jauge 577(2). Ceci est a comparer a la masse des bosons W ± du 

^Nous choisissons des a present les unites de mesure c = h = 1. 
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spectre perturbatif, 

M e — \a\ g ■ \e\ , e = ±1 . (2.5) 

Ces deux objets saturent done la borne de Bogomolny [Bog76] apparaissant dans la 
limite de Prasad et Sommerfield [PS75] du modele de Georgi-Glashow, ou la longueur 
du champ de Higgs est gelee : 

M>\aWql + ql. (2.6) 

Cette relation, invariante sous la dualite electrique-magnetique, recevra plus loin une 
interpretation dans le cadre des theories supersymetriques. Un calcul semi-classique 
de diffusion montre egalement que la force statique entre deux monopoles s'annule, 
tout comme l'interaction entre deux particules W ± de meme charge, en raison de 
la compensation entre l'echange repulsif de bosons vecteurs et l'echange attractif de 
particules de Higgs . Ces constatations conduisirent en 1977 Montonen et Olive a 
formuler l'hypothese de dualite electrique-magnetique des theories de jauge de groupe 
SU(2), generalisee peu apres a tous les groupes compacts par Goddard, Nuyts et Olive, 
postulant l'equivalence des theories de jauge de couplage g et 47r/g, les monopoles 
magnetiques de 't Hooft- Polyakov jouant le role des champs fondamentaux dans la 
formulation duale [M077, GN077]. 

2.1.3 Supersymetrie et propriety BPS 

L'idee de dualite dans les theories quantiques des champs en tant que telle n'est pas 
neuve : la dualite de Kramers- Wannier entre les phases de haute temperature et de basse 
temperature du modele d'Ising-Onsager en est sans doute le premier exemple ; le modele 
de sme-Gordon a 1+1 dimensions s'est egalement revele dual a fort couplage au modele 
de Thirring, les solitons d'une theorie s'identifiant aux champs fondamentaux de la 
theorie duale [Col75] . L'importance particuliere de la dualite de Montonen-Olive tient 
au fait qu'elle correspond a une theorie des champs a 3+1 dimensions non integrable, et 
candidate a une description phenomenologique des interactions fortes et electrofaibles. 
Dans sa formulation premiere de Montonen et Olive, cette conjecture n'est cependant 
pas tenable, pour deux raisons apparemment distinctes. Premierement, le couplage 
de jauge, par suite des corrections quantiques, depend de l'echelle d' observation, et 
l'identification g <-> An/g n'a pas de sens; en outre la masse des solitons en fonction 
de ce couplage est sujette a des corrections quantiques et la validite de la formule 
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(2.6) n'est pas assuree ; enfin, les monopoles du modele de Georgi-Glashow sont des 
particules scalaires qui ne sauraient etre identifiees aux particules fondamentales de 
spin 1. 

Ces trois problemes peuvent etre resolus simultanement au prix d'une perte de 
generalite et de pertinence phenomenologique, en considerant des theories de jauge a su- 
persymetrique etendue. La supersymetrie donne lieu a des theoremes de non renormal- 
isation permettant de controler les corrections quantiques. En particulier, les theories 
N = 4 sont finies a tout ordre en perturbation, et Taction effective a deux derivees ne 
regoit aucune correction quantique * 2 . Le couplage de jauge g est done egale a sa valeur 
«nue», et parler de son inversion ne pose pas de difficulte. La supersymetrie organise 
aussi le spectre en representations dependant des charges centrales Z lj de l'algebre de 
supersymetrie etendue * 3 

{Q^Q^^a^P, (2.7a) 
{Q* a ,Q^} = 2e a ^ . (2.7b) 

ou les indices grecs correspondent aux indices spinoriels et les indices i — 1 . . . N aux 
N charges supersymetriques. La representation irreductible generique, de dimensions 
2 2N verifie l'inegalite 

M > \Z X \ (2.8) 

ou Z\ designe toute valeur propre de la matrice antisymetrique Z l K Lorsque l'inegalite 
(2.8) est saturee pour une valeur propre Z\, la representation generique se reduit alors 
en deux representations irreductibles de dimension moitie annihilees par la moitie des 
charges supersymetriques. Ce processus dichotomique se poursuit lorsque l'egalite dans 
l'equation (2.8) se produit pour plusieurs valeurs propres 1 '' 4 . L'egalite dans la formule de 
masse (2.8) est alors exacte a tout couplage, sans quoi la dimension de la representation 
changerait de maniere discontinue. Dans le cas de la theorie de Yang-Mills SU (2) de 
supersymetrie N — 4, la charge centrale s'ecrit 

Z ij = \a\ (Q e + iQ m ) (2.9) 

^Les theories N — 4 sont en effet des exemples de theories conformes a quatre dimensions. La 
symetrie conforme est spontanement brisee par la valeur moyenne a du champ de Higgs. 

'ouvrage [WB92] rassemble les informations essentielles sur la supersymetrie et la supergravite. 
^La dimension est encore divisee par deux lorsque toutes les charges centrales s'annulent. 
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ou e u est la forme symplectique standard, et la borne de Bogomolny (2.6) apparait 
comme une consequence de l'algebre de supersymetrie ; les monopoles magnetiques, 
comme les bosons W ± appartiennent ainsi a des representations courtes de l'algebre 
de supersymetrie N = 4 et comprennent done un etat de spin 1 * 5 . Plus generalement, 
on appelle borne de Bogomolny- Prasad- Sommerfield (ou borne BPS) l'inegalite (2.8), 
et etats BPS les etats la saturant. Ces etats sont centraux dans l'etude des dualites en 
theories des champs et theories de cordes. 



2.1.4 S-dualite de la theorie de Yang-Mills N = 4 

Ignoree pendant une quinzaine d'annees, la conjecture de dualite electrique-magne- 
tique a de nouveau concentre l'interet en 1994 grace au travail de Sen qui en a donne 
une verification essentielle. En presence d'un couplage topologique 9 J TrF A F, la 
charge electrique effective subie l'«effet Witten» e — > e + -^m [Wit 79], de sorte que la 
masse d'un etat BPS de charges electrique e et magnetique m (2.6) devient 




e + Sm 2 „ 9_ .4tt 



M = \ a \\\—^ onS = — + i—:=S l +iS 2 . (2.10) 



Cette relation presente la propriete d'invariance sous le groupe modulaire 5/(2, Z) des 
matrices 2 x 2 de determinant 1 et coefficients entiers agissant par 



aS + b 
cS + d ' 




a,b,c,d&Z, ad — be = 1 (2-H) 



On est ainsi amene a conjecturer l'invariance de la theorie quantique elle-meme sous 
cette symetrie, baptisee S-dualite. Ce groupe est engendre par la transformation de 
dualite electrique-magnetique S — > — l/S, qui generalise la dualite de Montonen-Olive 
a une valeur non nulle de Tangle 9, ainsi que par le flot spectral S — > S+l, qui ne change 
pas les amplitudes mais agit non trivialement sur le spectre. L'existence de bosons de 
jauge W ± dans le spectre implique alors l'existence de I'orbite sous Sl(2, Z) de ces etats, 
soit tous les etats de charge (p,q), ou p et q sont deux entiers premiers entre eux. Ces 
etats BPS doivent correspondre a l'existence d'un etat fondamental supersymetrique 
pour la mecanique quantique definie sur l'espace des modules classiques des monopoles 
de charge q * 6 , et Sen a pu construire explicitement la fonction d'onde dans le cas du 
monopole magnetique de charge (1,2) [Sen94]. 

t 5 Le spin des monopoles provient de la quantification des modes zero fermioniques en leur presence. 
^Cet espace a fait l'objet d'une etude mathematique approfondie, resumee dans l'ouvrage [AH88]. 
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La conjecture de S-dualite des theories de jauge supersymetriques iV = 4 a depuis 
fait l'objet de nombreux tests. En particulier, il a ete prouve que la fonction de parti- 
tion de la version topologiquement «twistee» de ces theories de jauge sur une variete 
arbitraire etait invariante sous la S-dualite [VW94], tout comme l'etait la divergence 
infrarouge de l'energie libre en presence de flux electriques et magnetiques, [GGPZ95]. 
La demonstration rigoureuse de l'invariance de la theorie de jauge N = 4 originale est 
cependant restee hors d'atteinte * 7 . Elle apparait maintenant comme une consequence 
elementaire de la conjecture de dualite des theories de supercordes. Cette conjecture 
n'a cependant pas encore mene au calcul de quantites non-triviales, comme par exemple 
des couplages a plus de deux derivees, principalement en raison de la meconnaissance 
des contraintes de la supersymetrie sur ces quantites. Ce probleme sera aborde dans 
le chapitre 3 dans le cadre des theories de supercordes. En revanche, l'extension par 
Seiberg et Witten de la conjecture de S-dualite N = 4 aux theories supersymetriques 
JV = 2 a declenche un grand retentissement tant en physique des particules qu'en 
mathematiques. 



2.2 Dualite dans les theories de jauge de supersymetrie 

N=2 



En regard des theories de jauge a supersymetrie N = A bien dociles, les theories 
de jauge N = 2 presentent une richesse etourdissante. En particulier, Taction effective 
de basse energie n'est plus astreinte au theoreme de non renormalisation et la fonction 
beta ne s'annule en general plus, de sorte que la dynamique peut reserver des surprises 
inattendues. Les contraintes de la supersymetrie restent cependant encore assez fortes 
pour permettre la determination exacte de Taction effective a deux derivees, comme 
Tont montre Seiberg et Witten. 



* 7 La fonction de partition de la theorie de jauge abelienne non supersymetrique de Maxwell sur une 
variete de dimension 4 quelconque a ete calculee independamment par E. Verlinde et E. Witten [Ver95, 
Wit95a] et presente un poids modulaire non trivial ((x + c)/4, (x — <r/4)) sous les transformations de 
S-dualite, ou \ es t la caracteristique d'Euler et a la signature de la variete. 
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2.2.1 Action microscopique, action effective et supersymetrie 
N=l 

Comme nous l'avons discute dans l'introduction, les degres de liberte des theories 
de jauge asymptotiquement libres a grande distance, correspondant aux particules ob- 
servables a basse energie, n'ont que peu a voir avec les degres de liberte microscopiques 
en termes desquels la theorie est formulee, ceci en raison de la croissance rapide du 
couplage de jauge aux grandes echelles. On cherche done a retenir les degres de liberte 
de masse minimale, et caracteriser leurs interactions a basse energie en termes d'une 
action effective, obtenue apres integration de degres de liberte de masse superieure. 
Cette action effective peut etre developpee en puissance des moments ou derivees, et 
Ton ne retient d'ordinaire que les termes cinetiques a deux derivees au plus. Dans les 
theories supersymetriques, ceux-ci peuvent etre caracterises par le superpotentiel W, 
fonction holomorphe des composantes scalaires z % des multiplets chiraux, le potentiel 
de Kahler K, fonction reelle des memes champs, et la matrice des couplages de jauge 
Tij et 9ij L'action a deux derivees des champs bosoniques s'ecrit alors 

S = [ d A x( \W(z)\ 2 + -^^Dz l Dz ] - A *F {j) + A F {j) \ (2.12) 

J \ dz l dzi Agfj J 

ou nous n'avons retenu que les termes purement bosoniques, suffisants pour determiner 
Taction complete par supersymetrie. Une formulation plus geometrique definirait les 
champs z % comme application de l'espace-temps dans une variete kahlerienne Ai, et 
le superpotentiel, dont la phase est sans signification, comme section holomorphe d'un 
fibre en ligne sur cette variete. 

2.2.2 Supersymetrie N = 2, geometries speciales et hyperkah- 
leriennes 

En presence de supersymetrie etendue iV = 2, la structure de Taction effective de- 
vient plus contrainte. Les multiplets de Talgebre de supersymetrie N = 1 se combinent 
pour former des multiplets de Talgebre N = 2 : 

- un multiplet chiral et un multiplet vectoriel N — 1 forment un multiplet vectoriel 
N=2, correspondant a un scalaire complexe z, deux fermions de WeyT 8 et un 
boson vecteur ; 

^Les proprieties de chiralite (Weyl) et realite (Majorana) des representations spinorielles sont dis- 
cutees en detail dans la reference [KT83]. 
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- deux multiplets chiraux N=l forment un hypermultiplet N=2, correspondant a 
deux scalaires complexes Q et Q et deux fermions de Weyl. 

La variete kahlerienne M. se separe alors, au moins localement, en un produit M.y®M.u 
d'une variete de geometrie speciale M. , de dimension 2N V parametree par les scalaires 
des Ny multiplets vectoriels, et d'une variete hyperkahlerienne M. h , de dimension 4Nh 
correspondant aux Nh hypermultiplets. Le potentiel de Kahler s'ecrit done comme une 
somme de deux termes dependant de chaque facteur separement, et les couplages et 
angles de jauge ne dependent que des scalaires des multiplets vectoriels. Les trans- 
formations de jauge correspondant aux interactions electro-magnetiques sont definies 
par les isometries communes aux deux varietes, et leur jaugement introduit le seul 
couplage entre les deux facteurs sous la forme d'un superpotentiel non-trivial (et bien 
entendu, de derivees covariantes)''' 9 . En particulier, les hypermultiplets neutres et les 
multiplets vectoriels sont decouples en l'absence de la gravitation. Ce point sera a la 
base d'arguments de non renormalisation dans la suite de l'expose. 

Du cote des multiplets vectoriels, potentiel de Kahler, couplages et angles de jauge se 
trouvent unifies en terme d'une section holomorphe (aD;i(z),a l (z)) d'un fibre vectoriel 
de groupe symplectique Sp(Ny, Z) sur la variete M.y selon 

— i Oij . 4tt da D . ti 

K = a Dti a l - a D<i a , = — + i-* = -7— (2.13) 

Cette description incorpore precisement les transformations de dualite electrique-ma- 
gnetique correspondant aux rotations symplectiques Sp(Ny, Z) sur le vecteur a 2Ny 
composantes (Fj,*F l ), generalisant les transformations de dualite 57(2, Z) = Sp(l,Z) 
au cas Ny > 1. Sous cette rotation, la section holomorphe se transforme comme un 
vecteur, laissant le potentiel de Kahler invariant. La matrice des couplages de jauge 
se transforme egalement en accord avec la dualite electrique-magnetique. Lorsqu'elles 
sont independantes, on peut choisir les quantites a 1 elles-memes comme coordonnees z 
sur la variete de geometrie speciale* 10 . Les fonctions a^-i peuvent alors etre obtenues 
en termes d'une fonction holomorphe T(ai) dite prepotentiel , selon ao-i = dJ-'/da 1 . Ce 
choix obscurcit cependant le role des transformations de dualite. 

La variete hyperkahlerienne definissant les interactions des hypermultiplets est elle 
aussi tres contrainte. Elle ne possede malheureusement pas une caracterisation aussi 

* 9 La reference [A + 96] offre une description generale des couplages de la supergravite et supersymetrie 
N = 2. 

•f 10 On se prive ainsi de cas fort interessants ou la supersymetrie globale N = 2 se trouve spontanement 
brisee en N = 1 [APT96]. 
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explicite que la variete de geometrie speciale, la raison profonde en etant l'absence de 
description en termes de superchamps hors de la couche de masse des hypermultiplets 
* n . Par definition, ces varietes admettent trois structures complexes covariantement 
constantes realisant l'algebre des unites des quaternions * 12 . Le choix d'une structure 
complexe particuliere equivaut au choix d'une sous-algebre N — 1 dans l'algebre de 
supersymetrie N = 2. La forme de Kahler covariantement constante associee en fait 
une variete symplectique holomorphe dont le groupe d'holonomie est au plus compris 
dans Sp(Nn) C 5*0(4, N). En particulier, la courbure de Ricci est nulle, et ces varietes 
(en dimension 4) definissent ainsi des instantons gravitationnels. Elles interviennent 
egalement comme espace des modules des monopoles et instantons, et les constructions 
de ADHM [ADHM78] et de Kronheimer-Nakajima [Kro89, Nak94] en donnent des 
realisations explicites, loin cependant d'en epuiser la variete. L'etude de leur realisation 
comme espace des modules de theories de jauge N = 2 renormalisables fait l'objet de 
la publication en appendice A. 

Cette caracterisation des actions a l'ordre de deux derivees vaut aussi bien pour 
Taction microscopique definissant la theorie que pour Taction effective en donnant la 
limite a grande distance. Dans le premier cas, on se restreint a une action micro- 
scopique renormalisable, ce qui implique que les varietes des multiplets vectoriels et 
des hypermultiplets sont triviales. Les transformations de jauge agissent alors par des 
representations lineaires sur les divers multiplets. En particulier, les multiplets vec- 
toriels se transforment dans la representation adjointe, tandis que les deux scalaires 
complexes des hypermultiplets se transforment dans deux representations conjuguees, 
soit au total une representation reelle. Cette absence de chiralite est en fait la princi- 
pale limitation des theories de jauge de supersymetrie > 2. Le second cas est bien 
plus interessant, puisqu'il decrit la dynamique a basse energie, une fois que Teffet des 
modes massifs a ete integre. 



+ 1 1 II existe bien une description en termes de super- espace harmonique , mais elle introduit une 
infinite de champs auxiliaires qui ne peuvent en general etre elimines [GIK+84]. II existe egalement 
une classe de varietes hyperkahleriennes dites speciales [CFG89], correspondant aux fibres cotangents 
des varietes de geometrie speciale, qui joue un role particulier en theorie des cordes, mais leur etude 
n'a pas ete developpee a sa pleine mesure. 

$ 12 0n trouvera en appendice A une description plus complete des varietes hyperkahleriennes. 
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2.2.3 Phase de Coulomb, phase de Higgs, et associees 

Le comportement a grande distance des theories de champs montre en general une 
variete de phases distinguees par des parametres d'ordre correspondant aux valeurs 
moyennes de certains operateurs. Dans le cas des theories de jauge N = 2 asymp- 
totiquement libre, ces parametres d'ordre correspondent aux valeurs moyennes des 
champs scalaires des multiplets vectoriels et des hypermultiplets, autorisees par les 
directions plates du potentiel scalaire * 13 , et ces phases correspondent a des branches 
distinctes de l'espace des modules. Les valeurs moyennes des scalaires des multiplets 
vectoriels brisent generiquement la symetrie de jauge en un sous-groupe abelien de 
meme rang (le tore de Cartan) et correspondent a la phase de Coulomb. Les valeurs 
moyennes des hypermultiplets dans la representation fondamentale peuvent en revanche 
briser le groupe de jauge completement, resultant en la phase dite de Higgs. Dans le 
cas d'une theorie de jauge 577(2) avec Nf doublets d'hypermultiplets, ces deux phases 
sont exclusives l'une de l'autre, et se connectent classiquement en un point ou tous les 
scalaires s'annulent et la symetrie de jauge est restauree. Dans des cas plus generaux, on 
peut avoir des branches mixtes ou hypers et vecteurs condensent, et des restaurations 
de symetries partielles sur des sous-varietes de l'espace des modules . 

Cette structure de l'espace des modules est basee sur l'analyse des directions plates 
du potentiel scalaire microscopique, et peut fort bien etre modifiee par les corrections 
quantiques. L'absence de superpotentiel sur la variete de geometrie speciale garantit que 
les directions plates de la phase de Coulomb ne seront pas levees, mais leur geometrie 
a toutes les raisons d'etre modifiee, comme le montre le calcul explicite de Seiberg et 
Witten [SW94a, SW94b]. Nous en donnons ici une presentation sommaire, renvoyant 
aux cours et articles de revue [Ler97, AGH97] pour plus de details. 

2.2.4 Geometrie de la phase de Coulomb 

La phase de Coulomb apparait dans le cas le plus simple d'une theorie de jauge 
SU(2) sans hypermultiplets. Le potentiel montre des directions plates correspondant 
a la valeur moyenne complexe a du triplet de Higgs = aa 3 , brisant la symetrie de 
jauge en un sous-groupe abelien U(l). L'espace des modules classique correspond done 
au plan complexe C quotiente par la symetrie Z 2 : a — > —a correspondant a une trans- 
formation de jauge residuelle, et parametre de maniere univoque par u = a 2 /2. La 

•f 13 Des valeurs moyennes correspondant a des minima locaux du potentiel effectif correspondraient a 
des vides non supersymetriques. 
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singularity conique a l'origine correspond a la restauration classique de la symetrie de 
jauge lorsque a = . D'une maniere generale, on attend que chaque singularite corre- 
sponds a la divergence infrarouge associee a I 'apparition d'un etat de masse nulle. Cette 
image de l'espace des modules est certainement correcte pour \u\ grand, car u a la di- 
mension d'une energie carree, mesuree par rapport a l'echelle d'energie dynamiquement 
generee 



e , (2.14) 



ou fio — 4 est le coefficient de la fonction beta a une boucle ; ce regime correspond 
aux petites distances pour lesquelles la theorie est asymptotiquement libre. La section 
symplectique (od,o) y est donnee par un calcul perturbatif, a une boucle en raison 
d'un theoreme de non renormalisation perturbative : 

a D {u) ~ — v / 2wlog(-u) , a{u) ~ V2u (2.15) 

7T 

et presente une monodromie non triviale sous les rotations u — > e 2 ™u : 



(2.16) 



Par compacite de l'espace des modules, cette monodromie doit etre egale au produit 
des monodromies autour des singularites apparaissant a \u\ fini, soit en region de fort 
couplage. La monodromie associee a l'apparition de d particules de charges (e, m) et 
de masse nulle peut etre calculee dans une description duale ou sa charge est purement 
electrique, et s'ecrit 





1 - 2d em 2d e 2 
-2dm 2 1 + 2d em, 



eSl(2,Z). (2.17) 



Le probleme de la factorisation de la monodromie a l'infini (2.16) en un produit de 
monodromies (2.17) pour des valeurs (e^m,) des charges electriques est bien defini, 
et admet une unique solution sous la forme de deux singularites de charges (0, 1) et 
(1,1) correspondant respectivement a un monopole magnetique et un dyon devenant 
de masse nulle en ces deux points. La singularite classique de l'espace des modules est 
ainsi resolue en deux points distincts, u = ±A 2 , ou la theorie admet une description 
duale faiblement couplee. L'espace des modules quantique M.q correspond done a la 
sphere de Riemann privee de ces deux points et du point a l'infini, et il ne reste plus qu'a 
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Fig. 2.1: Base symplectique (Ai,Bi) des cycles d'une surface de Riemann de genre n. 

trouver une section holomorphe (a, ap) sur A4q possedant les monodromies requises 
au voisinage des trois singularites. 

Ce probleme peut etre rattache a l'etude des surfaces de Riemann en remarquant 
que le couplage de jauge r peut etre vu comme le parametre modulaire d'un tore 
auxiliaire associe a chaque point de l'espace des modules. Plus generalement, pour un 
groupe de rang N v spontanement brise en U(l) Nv , les composantes (a l ,D-,i) peuvent 
etre interpretees comme les periodes {§ A Asw, § B Asw) d'une certaine forme meromor- 
phe Asw sur l es cycles A iy Bi d'une surface de Riemann de genre N v et de matrice de 
periodes (figure 2.1) * 14 . Les monodromies symplectiques Sp(N v , Z) sur les periodes 
correspondent alors simplement aux monodromies affectant la base symplectique des 
cycles d'homologie A iy Bi lorsque les modules de la surface de Riemann sont varies. 
Les periodes peuvent alors etre determinees en resolvant les equations de Picard-Fuchs 
avec les conditions asymptotiques appropriees. On peut ainsi obtenir une solution en 
termes de fonctions hypergeometriques pour la section (a,D,a)(u), et remonter ainsi au 
prepotentiel exact F (a). Le developpement a faible couplage 



que l'on peut identifier aux contributions a n instantons. Un calcul explicite permet du 
reste de verifier les premiers termes de cette serie. La meme methode permet d'obtenir 
Taction effective de basse energie pour des theories de jauge N = 2 asymptotiquement 
fibres de groupe de jauge quelconque, en presence d'hypermultiplets charges. Nous 

■f 14 La matrice des periodes determine la structure complexe de la surface de Riemann, et corre- 
spond aux periodes § A u>j de la 1-forme holomorphe duale au cycle Bj, voir par example [DP88]. 




(2.18) 



montre alors une serie d'effets non perturbatifs d'ordre 



A 4 " = fj^ e ^oo 



(2.19) 
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reviendrons sur l'etude de series d'instantons analogues a l'equation (2.18), mais cette 
fois dans le contexte de la theorie des supercordes au chapitre 4. 

La solution de Seiberg et Witten constitue un tour de force unanimement salue, et 
donne le premier exemple non-trivial de calcul exact a toute valeur du couplage. De 
nombreux enseignements ont pu en etre tires pour la comprehension des phenomenes 
de confinement, brisure de symetrie chirale et condensation de monopoles. Dans sa 
version «twistee», elle a egalement permis une avancee majeure dans la classification 
des varietes differentielles de dimension 4, grace au calcul des invariants topologiques 
de Seiberg et Witten. 

2.2.5 Geometrie de la phase de Higgs 

Contrairement a la branche de Coulomb, la geometrie de la branche de Higgs est 
protegee de toute correction quantique. Le couplage de jauge g, ou de maniere equiva- 
lente l'echelle A, peut en effet etre assimile a la valeur moyenne dans le vide du champ 
scalaire d'un multiplet vectoriel gele * 15 . Le decouplage des multiplets vectoriels et des 
hypermultiplets garantit alors l'independance de la metrique sur l'espace des modules 
des hypermultiplets en la constante de couplage. Ceci n'est cependant plus le cas en 
theorie des supercordes de type II supersymetriques N = 2, ou la constante de couplage 
des cordes est un hypermultiplet dont peut done dependre la metrique de l'espace des 
hypermultiplets ^ 16 . Cette remarque est a l'origine de notre interet pour ce sujet, bien 
qu'elle n'est pas ete approfondie dans le cadre de ce travail de these. L'absence de cor- 
rections quantiques, pour decevante qu'elle soit, ne diminue pour autant pas l'interet 
de l'etude de la phase de Higgs dans les theories de jauge N = 2. Elle permet en effet de 
donner des verifications non triviales des conjectures de dualite electrique-magnetique, 
comme nous l'avons montre en collaboration avec Ignatios Antoniadis dans la publica- 
tion en appendice A. Nous en donnons maintenant une presentation sommaire. 

Comme dans le cas de la branche de Coulomb classique, la structure de la branche 
de Higgs s'obtient en determinant les directions plates du potentiel scalaire, mais pour 
une valeur moyenne nulle des scalaires des multiplets vectoriels, et en identifiant les 

* 15 tout comme la masse des hypermultiplets peut s'interpreter comme la valeur moyenne d'un mul- 
tiplet vectoriel gele correspondant au jaugement de la symetrie de saveur. 
ti6 L 

'espace des modules des hypermultiplets en theorie des cordes est une variete quaternionique et 
non plus hyperkahlerienne. II est cependant possible de definir une limite «plate» dans laquelle les 
effets gravitationnels disparaissent, et les corrections de theories des cordes subsistent. 
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solutions reliees par la symetrie de jauge residuelle. Le potentiel scalaire est genere 
par le jaugement des isometries de la variete hyperkahlerienne ; dans le langage de la 
supersymetrie N — 1, il est la somme des F-termes des multiplets chiraux, egaux aux 
derivees du superpotentiel, et des D-termes des multiplets vectoriels : 



dW 2 



+ EA 2 (2-20) 



ou la premiere somme est effectuee sur tous les champs chiraux et la seconde sur les 
generateurs % du groupe de jauge. Dans le cas d'une theorie N = 2 minimalement 
couplee, le superpotentiel et les D-termes s'ecrivent en fonction des scalaires complexes 
z et (Q, Q) des multiplets vectoriels et hypermultiplets respectivement selon 

W = z l QTiQ (2.21a) 
A = QT.Qt - QT& + zTiJ , (2.21b) 

ou Tj est la matrice hermitienne associee au generateur i. Les vides supersymetriques 
sont done obtenus pour des valeurs des champs scalaires extremisant le superpotentiel 
et annulant le D-terme. En particulier, pour z % = 0, on est ramene a Ny equations 
algebriques complexes et Ny equations reelles : 

QTiQ = (2.22a) 
QTiQt - QTiQt = (2.22b) 

Ces trois equations reelles se transforment comme un triplet sous la symetrie SU(2) R 
agissant sur les structures complexes de la variete hyperkahlerienne, et correspondent 
a l'annulation des trois applications moment correspondant a Taction du groupe d'i- 
sometrie sur la variete. Apres avoir quotiente l'espace des solutions de ces equations par 
Taction du groupe de jauge, on obtient une variete de dimension 4N H — 3N V — N v dont 
on peut montrer qu'elle est encore hyperkahlerienne. Cette construction est connue 
sous le nom de quotient hyperkahlerien et generalise les notions de quotients symplec- 
tique et kahlerien bien connues en mathematiques. La variete quotient decrit alors les 
interactions des hypermultiplets subsistant a basse energie apres le mecanisme de Higgs. 
Elle devient singuliere lorsque Taction du groupe de jauge sur Tespace des solutions aux 
equations (2.22a) n'est plus libre, e'est-a-dire lorsque la symetrie non abelienne n'est 
pas totalement brisee, en accord avec Tidee que les singularites de Taction effective de 
basse energie coincident avec les points ou des particules de masse nulle apparaissent. 
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Notons finalement que cette construction peut etre deformee en introduisant des ter- 
mes de Fayet-Iliopoulos dans Taction microscopique, dont l'effet est de remplacer le 
second membre des equations (2.22a) par une constante non nulle pour les generateurs 
abeliens du groupe de jauge. La deformation resultante de l'espace des solutions en 
general restaure une action libre du groupe de jauge, et resout ainsi les singularites de 
l'espace quotient. 

Dans le travail annexe en appendice A, nous avons etudie ces espaces quotients dans 
une variete de situations, que nous avons compares a la lumiere des dualites electrique- 
magnetique. Les branches de Higgs correspondant a la theorie microscopique 577(2) 
avec Nf saveurs a faible couplage se sont ainsi revelees co'incider avec les branches 
de Higgs emanant des differentes singularites a fort couplage decrites par des theories 
abeliennes en presence d'hypermultiplets charges de masse nulle. Nous avons egalement 
decouvert l'egalite de la branche de Higgs d'une theorie U(N C ) avec Nf saveurs d'hyper- 
multiplets dans la representation fondamentale, avec la branche de Higgs d'une theorie 
de groupe de jauge U(Nf — N c ) et autant de saveurs. Cette identification rappelle la 
dualite conjecturee par Seiberg dans le contexte des theories de jauge de supersymetrie 
N — 1 entre ces memes theories, mais s'en distingue par la presence du multiplet chi- 
ral adjoint caracteristique de la supersymetrie N = 2. Elle a par la suite trouve une 
justification dans le cadre de la theorie des D-branes. 

2.3 Symetries cachees des theories de supergravite 

La resolution par Seiberg et Witten des theories de jauge de supersymetrie N = 
2 a considerablement modifie notre comprehension des theories des champs super- 
symetriques, en montrant comment l'information dans differentes limites perturbatives 
de l'espace des modules pouvait etre combinee avec les imperatifs de la supersymetrie 
grace aux transformations de dualite pour restituer la structure exacte globale de la 
theorie de basse energie. L'impact qu'elle a eu en theorie des supercordes ne s'expli- 
querait cependant pas sans le faisceau d'indications issu des theories de supergravite, 
qui representent les theories de supercordes dans la limite de basse energie. Ces theories 
revelent, tout au moins au niveau de leur action classique, l'existence de symetries 
cachees de dualite reliant des regions de l'espace des modules faiblement couplees a des 
regions de fort couplage, bien que le terme de dualite electrique-magnetique ne soit plus 
adequat dans ce cas. Ces theories n'existent au niveau quantique que par la theorie des 
supercordes qui les regularise et les prolonge a toute energie. Leurs symetries cachees 
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ne seront done que le premier indice de la dualite des theories des supercordes que nous 
aborderons au chapitre suivant. 

2.3.1 Supersymetrie locale, gravitation et unification 

L'inclination naturelle du physicien contemporain le porte a jauger toute nouvelle 
symetrie interne qui lui echoit. La supersymetrie globale ne fait pas exception, mais 
son jaugement est loin d'etre anodin : le commutateur de deux transformations de su- 
persymetrie generant une translation, toute theorie invariante sous les transformations 
locales de supersymetrie sera en particulier invariante sous le groupe des diffeomor- 
phismes, et incluera done le graviton de spin 2, avec son partenaire supersymetrique, 
le gravitino de spin 3/2. Cette complication cache en realite une aubaine, puisqu'elle 
laisse esperer un meilleur comportement ultraviolet dans une theorie de la gravitation 
reputee non renormalisable. Qui plus est, en presence de supersymetrie etendue N > 2, 
on unifie gravitation et interactions de jauge en un multiplet supersymetrique gravita- 
tionnel contenant simultanement le graviton, les N gravitini, et N(N — l)/2 particules 
de spin 1 dits graviphotons. L'absence de particules non massives de spin superieur 
a 2 impose une borne superieure N < 8 sur le nombre de supersymetries autorisees. 
L'unification maximale est realisee dans la theorie de supergravite maximalement super- 
symetrique, qui n'autorise que le seul multiplet gravitationnel contenant tous les spins 
de a 2. Elle n'echappe malheureusement pas a l'absence de chiralite caracteristique 
des theories a supersymetrie etendue. 

D'abord developpees comme theories de champs a quatre dimensions, les theories 
de supergravite ont connu un regain d'interet en relation avec le developpement des 
theories des supercordes, qu'elles decrivent a basse energie. Les theories de supergravite 
en dimension dix ont ainsi pu etre classifiees, en parallele avec la classification des 
supercordes critiques en dimension dix. La supergravite N — 1 a onze dimensions est 
restee a l'ecart de ce schema avant d'etre incorporee dans les developpements les plus 
recents. 

2.3.2 Supergravite de type I a dix dimensions 

Les charges Q a de la supersymetrie N — 1 a 9+1 dimensions se repartissent en un 
spineur de Majorana-Weyl de 16 composantes, correspondant a N = 4 charges super- 
symetriques dans le decompte en 3+1 dimensions. Ceci correspond a la supersymetrie 
maximale, et done la dimension maximale egalement, d'une theorie de jauge a super- 
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symetrie globale. Les Ny multiplets vectoriels, contenant chacun un champ de jauge 
et un fermion de Majorana-Weyl de chiralite droite, peuvent etre couples au multi- 
plet gravitationnel N — 1, contenant le graviton, le gravitino de chiralite gauche, un 
tenseur antisymetrique de jauge * 17 B^, un spineur droit et un scalaire dit dilaton, 
pour donner la theorie de supergravite dite de type I. Cet ensemble de champs corre- 
spond precisement aux modes de masse nulle des theories de supercordes de type I et 
heterotiques, dont la valeur moyenne du dilaton represente la constante de couplage. 
La chiralite de ce contenu en champs entraine l'existence d' anomalies gravitationnelles 
et de jauge, par exemple visibles dans les diagrammes en hexagone, qui ne peuvent etre 
compensees que pour les groupes de jauge SO {22) et E 8 x E$. La theorie des cordes 
de type I fournit une realisation de la premiere possibility, ou la symetrie de jauge 
est realisee grace aux charges de Chan-Paton portees par les extremites de la corde 
ouverte * 18 . La decouverte du mecanisme de compensation d'anomalies en supergravite 
de type I par Green et Schwarz [GS84] a relance la recherche d'une theorie des cordes 
de symetrie E s x E 8 et a conduit a la decouverte des cordes heterotiques E s x E 8 et 
5*0(32) [GHMR85]. L'unicite de la theorie de supergravite N = 1 & dix dimensions 
sera un element important en faveur de la dualite heterotique-type I dont nous dirons 
un mot au chapitre suivant. 

2.3.3 Supergravite de type IIB 

La definition d'une theorie de supergravite N = 2 & dix dimensions requiert le 
choix de la chiralite relative des deux charges spinorielles de Majorana-Weyl definis- 
sant l'algebre de supersymetrie. Le choix de deux spineurs de chiralite opposee conduit 
a une theorie non chirale, dite de type IIA, que nous detaillerons au paragraphe suiv- 
ant. Dans le cas de deux spineurs de meme chiralite, on obtient la supergravite chirale 
N = 2 de type IIB, dont le multiplet gravitationnel contient, en plus du graviton et 
des deux gravitini, deux tenseurs antisymetriques de jauge B^ v et B^ u , deux spineurs 
de meme chiralite, un scalaire complexe r, ainsi qu'un tenseur antisymetrique de jauge 
a quatre indices T>^ vpa a courbure courbure auto-duale dV = *dV ; les anomalies grav- 

$ 17 0n entend par tenseur antisymetrique de jauge, une forme differentielle C de rang n dont la 
dynamique presente l'invariance de jauge C — > C + dA, ou A est toute forme differentielle de rang 
n — 1. En d'autres termes, C est un element du groupe de cohomologie H n de l'espace-temps. 

restriction au groupe de jauge SO(32) peut egalement etre comprise comme la condition de 
compensation des diagrammes de tadpole. 
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itationnelles sont precisement compensees pour ce multiplet [AGW84], qui est le seul 
multiplet de spin inferieur ou egal a deux autorise par la supersymetrie maximale a 
32 supercharges. Ce contenu en champs correspond au spectre de masse nulle de la 
theorie des supercordes de type IIB. En particulier, la partie reelle du scalaire complexe 
t = CL + ie~^, la deux-forme B^ et la quatre-forme T>^ vp(T proviennent du secteur de 
Ramond de la corde de type IIB * 19 , tandis que la partie imaginaire de r est identifiee 
avec 1/g, l'inverse de la constante de couplage de la theorie des cordes. La supergravite 
de type IIB se revele etre invariante sous le groupe de symetrie continue S7(2, R), 
agissant sur les champs bosoniques selon 

ar + b [b\ fa b\ f B\ , t m 

t -> , ^ , a, 6, c, d e R , ad - be = 1 , 2.23 

cr + d \b) \c d) \b) 

et laissant invariants la metrique et le tenseur antisymetrique a quatre indices[Sch83]. 
Cette symetrie continue classique ne saurait cependant survivre quantiquement en rai- 
son de la quantification de Dirac de la charge associee aux champs de jauges B et B. II 
peut cependant en subsister un sous-groupe discret 57(2, Z), contenant en particulier 
l'inversion r — > — 1/r reliant le regime de faible couplage r 2 — > oo au regime de fort 
couplage r 2 — > [HT95]. Cette symetrie jouera un role important dans la conjecture 
de dualite des supercordes, et central dans les developpements dans lesquels j'ai ete 
implique. 

2.3.4 Supergravite de type IIA et supergravite a onze dimen- 
sions 

L'autre option consiste a choisir deux spineurs de chiralite opposee pour definir une 
algebre de supersymetrie N = 2 dite de type IIA. Le multiplet gravitationnel consiste 
alors, en sus du graviton et de deux gravitini de chiralite opposee, de tenseurs de jauge 
Afj,, B^, C^ up , de deux spineurs de Weyl-Majorana et d'un scalaire reel correspondant 
au dilaton. Les champs de jauge A et C correspondent au secteur de Ramond de la 
supercorde de type IIA. Contrairement a la supergravite de type IIB, la supergravite 
de type IIA ne presente pas de symetrie reliant fort et faible couplage. En revanche, son 
contenu en champs est identique a celui de la reduction dimensionnelle a la Kaluza- 
Klein d'une theorie de supergravite a onze dimensions contenant, en plus du graviton 

* 19 Les notions de secteur de Ramond et de secteur de Neveu-Schwarz seront introduites dans le 
chapitre 3, section 3.2.1. Nous noterons les champs de Ramond avec des lettres rondes, pour les 
distinguer des champs de Neveu-Schwarz en lettres droites. 
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(}mn et d'un gravitino de Majorana tp M , une trois-forme de jauge Cmnp- L'action de 
cette theorie a ete construite par Cremmer, Julia et Scherk [CJS78], et s'ecrit, en ne 
retenant que les termes bosoniques, 

S = I Wi if lx ^ R - Y^ dC A * dC ) + j ¥^ C AdCAdC ■ ( 2 - 24 ) 

La normalisation relative des termes cinetiques et du terme de Wess-Zumino CAdCAdC 
est fixee par l'algebre de supersymetrie. La reduction dimensionelle de Kaluza-Klein 
consiste a compactifier la theorie sur un cercle de rayon Ru et a omettre la dependance 
des champs sur la dimension interne (voir par exemple [SS82]). Cette procedure est 
valable aux energies inferieures a 1/Ru, pour laquelle les etats de moment interne 
p = N/ Ru peuvent etre ignores. La metrique a onze dimensions guN se reduit ainsi en 
une metrique a dix dimensions g^ u , un rayon Ru fluctuant dans l'espace non compact 
et un champ de jauge A^, selon l'ansatz 

ds 2 = R 2 n (dy - A^dx^f + g^dx^dx" . (2.25) 

Le tenseur de jauge en onze dimensions Cmnp donne quant a lui apres reduction di- 
mensionelle une trois-forme C^ up et une deux- forme = C^w. Dans le referentiel 
d'Einstein, c'est-a-dire apres dilatation de Weyl g — > g{Rii/hi)~ 1 ^ afin de decoupler 
le rayon Ru de Taction d'Einstein-Hilbert, Taction de la supergravite a onze dimen- 
sions reduite a dix dimensions s'ecrit alors 

S = I -ij (d w x^g~R + \-d<\) A *# - \e 2<i> F A *F - ^e^H A *H) 

+ J ^-B AdCAdC, (2.26) 

ou on a identifie le dilaton au rayon Ru selon Ru/hi = e 2 ^/ 3 . Cette action reproduit 
precisement Taction de la supergravite de type IIA ; les implications de cette coinci- 
dence ne seront pleinement realisees que dans le cadre de la theorie des supercordes de 
type IIA, qui donne une definition microscopique d'une theorie des champs autrement 
non renormalisable. 



2.3.5 Compactification toroidale et U-dualite 

Nous avons jusqu'a present decrit les theories de supergravite en dimension 10, 
dimension critique des theories de supercordes. Ces theories incorporent cependant la 
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gravite, et la geometrie * de l'espace-temps qu'elles choisissent est en principe une 
question determinee par la dynamique quantique. En raison de leur supersymetrie 
cependant, le potentiel effectif dans l'espace des geometries presente des directions 
plates, et on est libre de considerer la theorie au voisinage d'un point quelconque de ces 
geometries, en particulier en un point ou l'espace-temps se decompose en une variete 
plate non compacte correspondant a l'espace-temps ambiant, et une variete compacte 
de dimension d et de rayon tres petit devant l'echelle d' observation. Les fluctuations 
de la geometrie le long des directions plates au voisinage du vide choisi correspondent 
a des champs scalaires de masse nulle dits champs de modules. La supersymetrie est 
en general brisee par la compactification. La raison en est que les generateurs de la 
supersymetrie correspondent aux configurations covariantement constantes du spineur 
relie au gravitino par supersymetrie, lesquelles disparaissent pour des varietes de cour- 
bure quelconque, c'est-a-dire de groupe d'holonomie SO(d,WL). Pour des varietes a 
holonomie restreinte cependant, il existe des configurations de spineur invariantes par 
transport parallele, et done une algebre de supersymetrie eventuellement etendue. Les 
isometries de la variete de compactification apparaissent comme des symetries de jauge 
dans la theorie reduite, ainsi que nous l'avons vu dans l'exemple de compactification 
sur un cercle du paragraphe precedent, et le groupe des diffeomorphismes de la variete 
interne peut egalement donner lieu a des symetries globales dans la theorie reduite. Le 
cas le plus simple est celui d'une variete compacte plate, c'est-a-dire d'un tore T d , pour 
lequel toutes les supersymetries sont conservees * 21 . Les d isometries de translation 
donnent lieu a une invariance de jauge U(l) d , eventuellement etendue a une symetrie 
non abelienne pour certaines valeurs des modules du tore, tandis que le groupe des dif- 
feomorphismes du tore donne lieu a une symetrie globale Sl(d, R), dont un sous-groupe 
SO(d,M) agit trivialement. 

Si l'interet phenomenologique de la compactification est evident, son interet theorique 
demande peut-etre plus de justification. On pourrait en effet argumenter que la com- 

f 20 Le terme geometrie inclut ici non seulement la valeur moyenne de la metrique <7 M „, mais aussi de 
tous les autres champs, scalaires, de jauge et fermioniques inclus. 

* 21 En dimension paire, le groupe d'holonomie peut etre reduit de SO(d) a SU(d/2), correspondant 
aux varietes kahleriennes a courbure de Ricci nulle, dites varietes de Calabi-Yau, et il existe alors 
un spineur neutre sous SU(d/2) et done covariantement constant. En dimension multiple de 4, on 
peut encore reduire le groupe d'holonomie a Sp{d/A), correspondant aux varietes hyperkahleriennes 
que nous avons deja discutees. On peut egalement compactifier sur une sphere S"* sans briser aucune 
supersymetrie, a condition de choisir un espace anti-de Sitter pour les dimensions non compactes 
[FR80, Sch83, MJDP98] 
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pactification d'une theorie des champs ne fait que quantifier l'impulsion des partic- 
ules, entrainant l'existence de tours d'etats de Kaluza-Klein, et ne fait qu'ajouter au 
probleme une complication inutile. Cette vue oublie cependant de prendre en compte 
l'existence possible d'etats etendus dans la theorie non compactifiee, qui peuvent etre 
stabilises grace a l'existence de cycles d'homologie non triviaux de l'espace compact. 
II se peut egalement qu'une symetrie «cachee» dans la theorie non compactifiee se 
combine avec les symetries inherentes a la compactification en un groupe plus grand 
de symetries tout a fait visibles. C'est precisement le cas des compactifications toroi- 
dales des theories de supergravite a supersymetrie maximale, ainsi que l'ont reconnu 
Cremmer et Julia [CJ79]. 

Ainsi, la compactification de la theorie de type IIA sur un tore T d montre une 
extension de la symetrie Sl(d, R) evidente, en un groupe de symetrie cache Sl(d+ 1, R) 
melangeant les modules de T d avec le dilaton et les lignes de Wilson du champ de jauge 
de Ramond A. Cette symetrie n'est autre que la manifestation de la filiation entre la 
theorie de supergravite de type IIA et la supergravite a onze dimensions discutee au 
paragraphe precedent. Par ailleurs, la compactification de la theorie de type IIA sur 
un cercle de rayon Ra (et a fortiori sur un tore T d , d > 1) et de couplage e^ 4 , se 
revele strictement equivalente a la compactification de la supergravite de type IIB de 
couplage e^ s = e^ A / Ra sur un cercle de rayon Rb = o! '/ Ra, moyennant Identification 
du scalaire de Ramond Ob de type IIB avec la ligne de Wilson A sur le cercle du champ 
de jauge A^ de la theorie de type IIA. Cette propriete n'est quant a elle que le reflet a 
basse energie de la T-dualite des theories des cordes perturbatives, que nous discuterons 
au chapitre suivant. En utilisant cette equivalence, la dualite Sl(2, Z) de la theorie des 
supercordes de type IIB, apres compactification sur un cercle et T-dualite, n'est autre 
que la symetrie geometrique 57(2, Z) de la supergravite a onze dimensions compactifiee 
sur un tore T 2 . 

Cette structure ne fait que s'etendre pour des compactifications sur des tores de 
dimension d > 2. L'espace des modules contient en effet un sous-espace homogene 
Sl(d + 1, W)/SO(d + 1), correspondant aux modules de la metrique sur le tore T d+1 
definissant la compactification de la supergravite a onze dimensions, mais aussi un 
sous-espace SO(d, d, R)/ (SO(d) x SO(d)), d'intersection non vide avec le precedent, 
definissant les modules de la metrique et du tenseur antisymetrique B^ v du secteur de 
Neveu-Schwarz sur le tore T d . Du point de vue de la theorie des cordes, ces modules 
coincident avec les parametres de la theorie conforme de d bosons compactifies, et sont 
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identifies sous Paction du groupe de T-dualite SO(d,d,1*) * 22 . Uespace des modules 
total contenant ces deux sous-espaces s'ecrit encore comme un quotient E d /H d , ou E d 
est le groupe non compact genere par Sl(d + 1, R) et SO(d, d, R), et H d son sous-groupe 
compact maximal * 23 . Pour d > 6, les groupes E d correspondent a des versions non 
compactes des groupes de Lie exceptionnels Eq,Ej et Eg, tandis que pour d < 5 ils se 
reduisent aux groupes classiques 

E 2 = Sl(2, R) , E 3 = Sl(3, R) x Sl(2, R) , E 4 = Sl(5, R) , E h = 50(5, 5, R) . 

(2.27) 

Le groupe E d apparait comme une symetrie globale de Taction de la theorie de super- 
gravite compactifiee sur T d (et non seulement de l'espace des modules), tandis que le 
groupe H d est un groupe de symetrie locale. II n'est cependant pas associe a des champs 
de jauge fondamentaux mais a une connection composite construite a partir des champs 
scalaires, et l'invariance de jauge peut etre fixee en choisissant un representant de ces 
scalaires dans l'orbite de H d . 

L'appellation historique de «symetrie cachee» peut sembler a ce stade deconcer- 
tante : nous en avons attribue une partie a l'existence de la T-dualite, et l'autre a 
l'existence d'une theorie de supergravite a onze dimensions dont la theorie de type IIA 
est la reduction dimensionnelle. Elle reste cependant justifiee pour plusieurs raisons : 

- la T-dualite est visible dans la theorie de type IIA a dix dimensions, mais n'a 
a ce jour pas ete exhibee comme symetrie de la theorie a onze dimensions. En 
d'autres termes, Taction de la T-dualite sur les modes de Fourier d'impulsion non 
nulle autour du cercle de rayon Ru n'est pas connue. 

- la T-dualite est une symetrie perturbative de la theorie de cordes de type IIB, 
mais ce n'est pas le cas de l'invariance de Lorentz all dimensions. En particulier, 
Toperation qui echange un rayon de compactification avec le rayon de la onzieme 
dimension R n = e 2 ^^ ne preserve pas la serie de perturbation en e^. 

- seul un sous groupe discret SO(d,d,Z) de la symetrie continue SO(d, d, R) de 
Taction effective de basse energie subsiste au niveau de la theorie des cordes, en 
raison de la quantification des impulsions dans Tespace compact. Existe-t-il done 

$ 22 En effectuant deux T-dualites successives, on obtient en effet une symetrie de la supergravite de 
type IIA compactifiee sur T d (et non plus une dualite avec la supergravite de type IIB). L'ensemble 
de ces transformations forme le groupe discret SO(d, d, Z). 

•f 23 Cette derniere propriete est une consequence de la positivite de la metrique sur l'espace Gd/Hd, 
e'est-a-dire de l'absence de fantomes dans la dynamique des scalaires. 
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un sous-groupe residuel -Ed(Z) du groupe de symetrie continue Ed, dit groupe de 
U-dualite, incluant des dualites non perturbatives ? 

Ces questions ne peuvent avoir un sens que si une extension non perturbative des 
theories de supergravite existe. La definition perturbative de ces theories non renor- 
malisables est deja un probleme en soi, auxquelles les theories des cordes, que nous 
introduirons dans le chapitre suivant, fourniront la solution, en offrant une regularisa- 
tion finie dans l'ultraviolet. La definition non perturbative quant a elle est partiellement 
resolue par la conjecture de dualite des supercordes, mais n'a pas encore ete totalement 
explicitee. Considerees comme theories effectives de basse energie des theories de su- 
percordes, les theories de supergravite fournissent neanmoins des indications precieuses 
sur le contenu de cette hypothetique theorie des cordes non perturbative, en partic- 
ulier grace a l'etude de leurs solutions classiques vers lesquelles nous nous tournons 
maintenant. 

2.4 Solitons de £>-brane des theories de supergravite 

L'etude du spectre BPS des solutions classiques des theories de supergravite revele 
une diversite d'objets solitoniques etendus, en correspondance avec la diversite des 
champs de jauge presents. Avec les symetries cachees decrites dans la section precedente, 
l'existence de ces etats sera un argument essentiel de la conjecture de dualites des 
theories de supercordes. Nous en donnerons une breve description, renvoyant le lecteur 
aux nombreux articles de revue pour plus de details (par exemple, [DKL95, Duf96, 
Ste96, Tow96, Tow97]). 

2.4.1 Tenseurs antisymetriques de jauge et ]>branes 

Avant de donner une description explicite de ces solutions classiques, il est souhaitable 
d'identifier le type de configurations solitoniques attendues. Le secteur bosonique des 
theories de supergravite a dix dimensions comprend la metrique g^, le dilaton et 
plusieurs tenseurs antisymetriques de jauge C n , ou l'indice n designe le rang de la 
forme differentielle. On s'interesse en particulier aux solitons charges sous ces tenseurs 
de jauge * 24 . En dimension 3+1, la charge electrique associee a un champ de jauge 

■f 24 0n peut egalement considerer des solutions purement gravitationnelles ou le potentiel de jauge est 
nul et le dilaton constant. Excepte pour le cas de l'onde gravitationnelle, la geometrie asymptotique de 
ces solutions n'est cependant pas minkovskienne, et on n'obtient pas ainsi de solitons de la theorie plate. 
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Fig. 2.2: La charge electrique sous une n- forme C n dans un espace-temps de dimension 
D est donnee par l'integrale de la forme duale *C n sur une section S D ~ n ~ l de la sphere 
a l'infini S D ~ 2 . 



est mesuree par le flux fc 2 *dA du champ electrique a travers une 2-sphere entourant la 
configuration. La charge electrique est done essentiellement ponctuelle, en accord avec 
le fait que la dynamique d'une particule ponctuelle peut etre naturellement couplee a 
la 1-forme par un couplage J A dans Taction. La charge magnetique est definie de 
maniere identique apres dualite de Poincare dA — > *dA, soit par le flux f s dA. Elle 
est conservee en vertu de l'identite de Bianchi d(dA) = 0, tandis que la conservation 
de la charge electrique requiert l'equation du mouvement dans le vide d(*dA) = 0. 
De maniere analogue, on definit la charge electrique associee a un tenseur de jauge de 
rang n C n dans un espace temps de dimension D comme l'integrale § sD - n -x *dC sur une 
sphere de dimension D — n — 1 a l'infini, sous-variete de la sphere S D ~ 2 a l'infini spatial 
(figure 2.2). La charge correspondante est done portee par un objet transverse a S ^ 11 ^ 1 
dans S D ~ 2 , soit de dimension n — 1. Le tenseur de jauge de rang n se couple d'ailleurs 
naturellement au volume d'univers d'un objet etendu de dimensionnalite n — 1 par le 
couplage J C n . Ainsi, en dimension 3+1, la charge associee a une deux-forme B^ u est 
portee par une corde, et mesuree par le flux § sl *dB sur un cercle a l'infini transverse a 
la corde. Notons que la charge ne depend en general pas des variations infinitesimales 
de la section S ^ 11 ^ 1 de la sphere a l'infini S D ~ 2 , mais qu'elle subit une discontinuity 
lorsque cette section intersecte la corde, ou tout autre objet charge. En particulier, 

On peut cependant obtenir des solutions de geometrie asymptotique R D_1 x Si (en utilisant l'espace 
d'Einstein self-dual de Taub-NUT, de geometrie asymptotique R 3 x Si) decrivant des monopoles 
magnetiques de Kaluza-Klein de la theorie compactifiee sur Si [Sor83], localises dans 4 dimensions et 
done assimilables a des {D — 5)-branes. 
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la charge s'annule si la corde ne s'etend pas a l'infini. La charge magnetique sous C n 
est bien entendu definie comme la charge electrique par rapport au dual de Poincare 
Cd-u-2- Cette charge est done portee par des objets etendus dans D — n — 3 direc- 
tions. Les objets charges par rapport au potentiel C n correspondent done a des objets 
etendus sur p = n— 1 dimensions internes, communement baptises p-branes. La dualite 
electrique-magnetique en dimension D echange done p-branes et (D — p — 4)-branes . 

Les solutions des theories de supergravite correspondant a ces objets etendus peu- 
vent etre obtenues en decomposant les D coordonnees de l'espace temps en p + 1 
coordonnees de volume d'univers x^ et D — p — 1 coordonnees transverses y m . On 
considere alors un ansatz 

ds 2 = e^rj^dx^dx" + e 2B(r) 5 mn dx m dx n (2.28a) 
= 0(r) (2.28b) 

F p+2 = dC p+1 = Vol p+1 A d{e c {r)) (2.28c) 

ou la metrique et le dilaton, invariants sous les translations le long du volume d'univers, 
ne dependent que du rayon transverse r = ^/y 2 , et ou Vol p+ i designe l'element de 
volume du volume d'univers de la p-brane. De telles solutions decrivent en realite des 
p-branes «epaisses» dont la taille depend de la vitesse de decroissance de A, B, C, 0. 
L'interpretation solitonique requiert egalement que cette decroissance soit assez rapide 
pour que l'espace soit asymptotiquement plat, de sorte que de telles solutions puissent 
etre mises en presence a grande distance. 

Avant de pouvoir determiner les fonctions A, B, C, de l'ansatz precedent, il est 
necessaire de preciser le lagrangien que l'on considere. Ne s'interessant qu'aux solutions 
chargees par rapport a un seul champ de jauge C p+ \, on peut omettre tous les autres 
potentiels de jauge, et se restreindre a 

S = J d D xV^ (R - \d<f>dcf> - 7^e a *F 2 +l ^ . (2.29) 

La valeur du couplage a au dilaton depend du modele considere. Cette troncation 
preserve l'existence d'une charge supersymetrique Q. L'invariance sous cette charge 
implique l'invariance sous la moitie des supersymetries originelles. 



62 



Dualites non perturbatives des theories des champs supersymetriques 



2.4.2 Membranes et 5-branes a onze dimensions 

Les fonctions A, B, C, (f> peuvent maintenant etre determinees par la condition BPS 
d'invariance sous la supersymetrie Q. Nous renvoyons le lecteur a Particle de revue 
[Ste96] pour une presentation complete, et nous nous contentons ici de decrire les 
caracteristiques generates des solutions obtenues, tout d'abord dans le cas de la super- 
gravite a onze dimensions. On obtient dans ce cas des solutions solitoniques de 2-brane, 
aussi appelees membranes, chargees electriquement sous la trois-forme C3, et des solu- 
tions de 5-brane chargees magnetiquement sous C3. Ces objets infiniment etendus dans 
2 (resp. 5) dimensions spatiales possedent une tension, soit une masse par unite de vol- 
ume d'univers, de T 2 = 1//^ (resp. T 5 = 1/ln), ou In est l'unique echelle de longueur 
de la supergravite all dimensions. La geometrie de la membrane interpole entre l'es- 
pace asymptotiquement plat a grande distance et un espace * 25 AdS 4 x S 7 a l'horizon . 
Elle peut etre continuee analytiquement au-dela de l'horizon jusqu'a une singularity de 
genre temps correspondant a une deux-brane infiniment fine. La 5-brane en revanche 
est reguliere partout, et interpole entre l'espace asymptotiquement plat et AdS-j x S 4 a 
l'horizon. La continuation au-dela de l'horizon montre que l'espace interieur peut etre 
identifie avec l'espace exterieur a l'horizon . Ces solutions correspondent a des config- 
urations extremes de solutions de «p-branes noires» ou l'horizon interne coincide avec 
l'horizon externe. Ce cas est en effet le seul preservant la moitie des supersymetries. 
En consequence, elles saturent les inegalites de Bogomolny entre la masse par unite de 
volume d'univers et les charges electriques et magnetiques sous le champ de jauge C 3 : 
ce sont done des etats BPS annihiles par la moitie des supersymetries. 

L'existence de ces solutions semble peser en faveur d'une description microscopique 
de la theorie de supergravite a onze dimensions en termes d'une theorie de superme- 
mbranes. Cette esperance est malheureusement degue par les difficultes de quantifier 
les non-linearites de la dynamique des supermembranes. Nous reviendrons sur cette 
question dans le dernier chapitre de ce memoire. 

2.4.3 Solitons des supergravites a dix dimensions 

La meme approche fournit des solutions de p-branes pour toutes les theories de 
supergravite en dimension 10, associees a chaque tenseur de jauge. Dans le cas de la 
supergravite de type IIA, on peut de maniere equivalente etudier comment celle-ci 

^ 25 La notation AdS n designe un espace maximalement symetrique anti-de Sitter de dimension n. 
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herite des solutions de la supergravite a onze dimensions par compactification sur le 
cercle de rayon Ru. Deux types de reduction sont en general envisageables* 26 : 

- Dans le cas ou le volume d'univers de la p-brane contient la direction compactifiee, 
c'est-a-dire lorsque la p-brane est enroulee sur cette direction, on peut quotienter 
par l'isometrie correspondante pour obtenir une (p — l)-brane en dimension D — l. 
Cette operation est dite reduction diagonale. La tension de la membrane reduite 
est alors T p _i = RuT p . 

- Si au contraire le volume d'univers de la p-brane est transverse a la dimension 
compacte, la symetrie de translation est brisee et on ne peut alors plus prendre 
le quotient. On peut en revanche considerer un empilement continu de p-branes 
dans la direction compacte, de maniere a restaurer la symetrie de translation. La 
possibility de superposer des configurations identiques de p-branes est intimement 
liee a l'absence d'interactions statiques entre configuration BPS. On obtient ainsi 
une p-brane de meme tension en dimension inferieure, ce qui vaut a ce processus 
le nom de reduction verticale. 

La membrane de la supergravite a onze dimensions donne ainsi par reduction diagonale 
une 1-brane de tension Ru/lfx = 1/a' et chargee par rapport au tenseur de jauge de 
Neveu-Schwarz C^u = B^ u , qui n'est autre que la corde fondamentale de la theorie de 
type IIA ; et par reduction verticale une D2-brane de tension l/lfi = a'~ 3 ^ 2 /g chargee 
par rapport au tenseur de jauge de Ramond C3 : nous appellons NSp-branes les p-branes 
chargees sous les tenseurs de jauge de Neveu-Schwarz, et Dp-branes celles chargees sous 
les champs de Ramond, pour des raisons qui apparaitront dans la section 3.3.3. 

De meme, la 5-brane de la supergravite a onze dimensions chargee magnetique- 
ment sous C 3 donne par reduction la D4-brane de tension Rn/lfi — l/S"^ 5 ^ 2 , chargee 
sous le tenseur de jauge de Ramond 71$, ainsi que la NS5-brane de tension 1//^ = 
l/g 2 a' 3 , chargee magnetiquement sous le tenseur de Neveu-Schwarz B^ v . Le monopole 
de Kaluza-Klein de la supergravite a onze dimensions apparait comme la D6-brane 
de tension R^/lfi = 1/ga' 7 ^ 2 . II faut encore aj outer a ces objets etendus les etats 
issus de l'onde gravitationnelle en dimension 11, correspondant au supergraviton a dix 

:t26 0n peut egalement reduire le long d'une isometrie angulaire, mais le statut de cette procedure est 
encore peu clair [MJDP98]. 

•^Il donne egalement par reduction diagonale le monopole de Kaluza-Klein de la supergravite de 
type IIA compactifiee sur un cercle de rayon R, correspondant a une 5-brane de tension RuR 2 /^ = 
R 2 /g 2 a 4 ; et par reduction verticale une 6-brane de tension R 2 jl\ x = R 2 /g 3 a 9 / 2 , sur laquelle nous 
reviendrons dans le dernier chapitre. 
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dimensions ainsi qu'a ses excitations de Kaluza-Klein, de masse N/Ru = N/ga' 1 ^ 2 , 
identifiees aux DO-branes de la theorie de type IIA et a ses etats lies. 

Dans le cas de la supergravite de type IIB, cette procedure de reduction n'est 
bien entendu pas applicable et on doit reprendre l'approche precedente. On obtient 
ainsi une Dl-brane chargee sous B pv ; une D3-brane chargee sous le tenseur de jauge a 
courbure autoduale T>^ upa ; une D5-brane magnetiquement charge sous B, ainsi qu'une 
autre NS5-brane chargee sous le tenseur de jauge de Neveu-Schwarz B^. La 1-brane 
solitonique est un candidat de corde duale a la corde fondamentale sous la dualite 
£7(2, Z) de la theorie de type IIB si cette dualite doit exister, et les deux 5-branes en 
formeraient alors un doublet. On obtient egalement un cas degenere de solution avec 
un volume d'univers reduit a un point, soit une D(— l)-brane . L'espace correspondant 
etant de signature euclidienne, cette solution doit etre identifiee a une configuration in- 
stantonique de la supergravite de type IIB. Cet objet sera essentiel aux developpements 
traites au chapitre 4. 

La theorie de type I quant a elle comprend un tenseur de jauge B pv du secteur de 
Ramond en meme temps que les bosons de jauge de la symetrie non abelienne £0(32). 
De fait, la supergravite de type I montre l'existence d'un soliton de Dl-brane charge 
electriquement sous B pu , qu'il est tentant d'identifier a la corde heterotique de groupe 
de jauge £0(32) ; ainsi que de trois types de solitons de 5-brane [CHS91a] : la 5-brane 
neutre est chargee sous le tenseur B pu de la corde heterotique ou le tenseur B pu de la 
corde de type I mais neutre sous le groupe de jauge, tandis que les 5-branes de jauge et 
symetriques, construites a partir d'un instanton de Yang-Mills dans les directions trans- 
verses, sont chargees a la fois sous B et sous le groupe de jauge. La 5-brane symetrique 
presente la particularity d'etre une solution exacte en a' des equations du mouvement 
issues de la theorie des cordes, correspondant a une theorie (4, 4) superconforme. 

Par opposition aux particules ponctuelles, ces objets etendus possedent des degres 
de liberte externes correspondant aux modes zero des champs de la supergravite en leur 
presence. Ces modes sont associes aux symetries brisees par la presence du soliton, en 
particulier la symetrie de translation dans les directions transverses, et correspondent a 
des coordonnees collectives generalisees de lap-brane [GJS76, CHS91b]. Les excitations 
de ces modes modifient la position de la p-brane ainsi que sa forme, et la p-brane doit 
bien plus etre comprise comme un objet compact etendu que comme un plan rigide 
infini. La theorie des champs (ou la mecanique quantique, pour p — 0) definissant la dy- 
namique de ces modes sur le volume d'univers peut en principe etre obtenue en evaluant 
Paction microscopique sur la configuration des champs du soliton. Les supersymetries 



2.4 Solitons de p-brane des theories de supergravite 



65 



preservees par le soliton BPS correspondent a autant de supersymetries de la theorie de 
volume d'univers, tandis que les supersymetries brisees sont realisees non-lineairement, 
c'est-a-dire spontanement brisees. Les premieres peuvent etre rendues manifestes grace 
a l'introduction d'une supersymetrie locale dite kappa-symetrie, dont la fixation impose 
l'egalite des nombres de degres de liberte bosoniques et fermioniques. La determination 
de la dynamique des modes zeros d'un soliton est un probleme difficile ; Polchinski en 
a donne la solution dans le cadre de la theorie des supercordes ouvertes, tout au moins 
pour les p-branes chargees sous les tenseurs de Ramond de la corde de type II. Dans le 
cas de la 5-brane heterotique, certains modes zeros apparaissent non perturbativement 
et la theorie de volume d'univers est decrite par une theorie des cordes, et non plus 
une theorie des champs [CHS91a, Wit96b, SS97a]. 

2.4.4 Compactification et cycles supersymetriques 

Etant donne le spectre des configurations solitoniques en dimension maximale, on 
peut en principe en deduire le spectre en dimension inferieure en enroulant les direc- 
tions internes des solitons autour des directions compactes. Les reductions diagonale 
et verticale que nous avons discutees au paragraphe precedent fournissent l'exemple le 
plus simple de ce processus pour le cas des compactifications toroi'dales, et n'affectent 
pas le nombre de supersymetries preservees par les etats correspondants. Dans le cas 
de la compactification sur des espaces courbes de Calabi-Yau, l'enroulement de l'etat 
sur un cycle quelconque brise toutes les supersymetries, et la stabilite de l'etat corre- 
spondant n'est pas garantie. Pour certains cycles cependant, dits supersymetriques, la 
supersymetrie brisee par la presence du soliton peut etre compensee par une kappa- 
symetrie sur le volume d'univers du soliton. Les conditions sur les trois-cycles des 
espaces de Calabi-Yau de dimension 6 ont ete analysees par K. et M. Becker et A. 
Strominger [BBS95] ; cette analyse a ete etendue par Ooguri et al. par un argument 
base sur la description microscopique des solitons en termes de D-branes, et conduit 
a deux categories de cycles supersymetriques C sur les espaces de Calabi-Yau K de 
dimension complexe n : [OOY96] : 

- les cycles de type A, de dimension reelle n, sont tels que le pull-back de la n-forme 
holomorphe f2 est proportionnel a la forme volume induite par la metrique de K 
sur le cycle C . 

- les cycles de type B sont les sous-varietes holomorphes de la variete K. 
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Les cycles supersymetriques sont done en particulier de volume minimal * 28 . Ainsi, 
dans le cas du tore T 2 , les cycles de type B sont simplement les points, T 2 et ses 
recouvrements, tandis que les cycles de type A sont tels que dz = \J \dz\ 2 ou la 
phase est constante : il s'agit done d'une ligne droite tracee sur le tore. Dans le cas 
des varietes de Calabi-Yau de dimension 4, ou varietes K 3 , les cycles de type A et B se 
confondent, grace a la symetrie SU(2)r de la variete hyperkahlerienne qui echange la 
deux-forme holomorphe Q et la forme de Kahler J. 



t 28 En presence de champs de jauge, cette definition doit etre etendue, et e'est V action de Born-Infeld 
du soliton qui doit etre extremale. 



Chapitre 3 



Pluralite, dualite et unicite des 
theories de supercordes 

Le lecteur aura sans doute ete gene par la discussion des dualites non perturbatives 
des theories de supergravite au chapitre precedent, alors que ces theories foncierement 
non renormalisables ne sont deja pas definies comme theories de perturbation. La renor- 
malisabilite d'une theorie des champs n'est cependant un critere important que lorsque 
cette theorie pretend a une description fondamentale a toute energie ; et encore la 
non-renormalisabilite au sens du comptage de puissance n'implique-t-elle pas l'absence 
de schema de renormalisation coherent. Les theories de supergravite ne pretendent 
cependant qu'a une description effective de la dynamique a basse energie induite apres 
integration sur les modes massifs de frequence superieure a une echelle A. II n'est done 
pas question d'integrer les diagrammes de boucles sur des moments infiniment grands, 
mais seulement sur les moments inferieurs a A. La description microscopique est fournie 
par les theories de supercordes, qui contrairement a ces theories des champs ne souffrent 
pas de divergences ultraviolettes. Les contraintes de coherence restreignent ces theories 
a cinq modeles definis en dix dimensions, donnant naissance a une variete presque 
infinie de modeles en dimensions inferieures. II existe de nombreux ouvrages d'intro- 
duction a la theorie des cordes [GSWa, GSWb, LT89, Pol94a, OY96, Kir97, Vaf97], 
dont le tres complet livre vert de Green, Schwarz et Witten ; fideles a notre approche, 
nous nous contenterons d'en donner une introduction tres condensee dans les sections 
1 et 2 de ce chapitre, en insistant sur les points necessaires a la comprehension des 
travaux presentes dans cette these. 

Une fois resolu le probleme de la definition perturbative des theories de supergrav- 
ite, restera la question beaucoup plus epineuse de la definition non perturbative des 
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theories de supercordes. Cette definition n'existe pas encore explicitement. Les rela- 
tions de dualite entre theories de supercordes en donnent une definition partielle, en 
identifiant le regime de fort couplage d'une theorie de supercordes au regime de faible 
couplage de la theorie duale. Nous decrirons avec plus de details dans la section 3 de ce 
chapitre, apres en avoir donne un avant-gout au chapitre precedent dans le cadre des 
theories de supergravite. Ces dualites indiquent l'existence d'une theorie non perturba- 
tive des supercordes, dont les cinq theories de supercordes perturbatives representent 
les developpement limites dans cinq limites de son espace des modules ; cette theorie 
fondamentale fera l'objet des deux derniers chapitres de ce memoire. 

Dans ce travail de these, nous nous sommes particulierement interesses a la dualite 
des theories heterotique et de type II a seize charges supersymetriques, qui contient 
la richesse des effets non perturbatifs des theories des supercordes sans requerir l'arse- 
nal de la geometrie algebrique des espaces de Calabi-Yau. Nous avons en particulier 
donne des tests de cette dualite dans les couplages gravitationnels des compactifica- 
tions twistees de ces theories, en collaboration avec A. Gregori, N. Obers, E. Kiritsis, 
C. Kounnas et M. Petropoulos ; nous avons egalement verifie cette dualite dans les cou- 
plages scalaires du dilaton de la theorie de type II, au cours d'une collaboration avec 
I. Antoniadis et T. Taylor. Ce chapitre constitue une introduction a ces contributions, 
rassemblees dans les appendices B et F de ce memoire Nous reviendrons sur ces travaux 
dans le chapitre 4, sous l'aspect des effets instantoniques de membrane. 



3.1 La corde bosonique 

L'idee de resoudre le probleme des divergences ultraviolettes des theories des champs 
en supposant une extension finie aux particules elementaires est aussi vieille que les 
theories des champs elle-memes. Elle a cependant resurgi avec vigueur au debut des 
annees 1970, apres la gestation des modeles duaux, sous la forme de la theorie des 
cordes. Cette theorie considere la dynamique relativiste d'un objet unidimensionnel 
filiforme. Tout comme une particule ponctuelle de masse m decrit une ligne d'univers 
de genre temps X^{r) dont Taction est mesuree par la longueur propre 




(3.1) 
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la corde decrit une surface d'univers X M (cr, r) dont Taction est mesuree par la surface 
propre 

da A da 1 J-6 a p —— % „(X) , (3.2) 

ou on a rassemble le temps propre r et l'abscisse curviligne a sous la notation a = 
t, a 1 = a. Le parametre T, homogene a l'inverse d'une aire et souvent note T = 
l/(27ra'), correspond a la tension de la corde. Tout comme la dynamique de la particule 
peut etre quantifiee a la Feynman en sommant sur les lignes d'univers a extremites 
fixees, la corde relativiste quantique est obtenue en sommant sur les surfaces d'univers 
tubulaires a bords fixes [GS71]. L'action (3.2), dite de Nambu-Goto, est classiquement 
equivalente a Taction de Polyakov [BVH76, DZ76a] 

S({X"(0,<7«/j(<t 7 )}) = |/ da Ada 1 g a \ u d a X^X» , (3.3) 

ou on introduit une metrique auxiliaire g a p fluctuante sur la surface d'univers ; les equa- 
tions du mouvement identifient cette metrique a la metrique induite par le plongement 
X M dans Tespace-temps ambiant, a un facteur conforme non fixe pres, en raison de la 
symetrie de Weyl 

9*p - e f ^g aP (3.4) 

de Taction de Polyakov (3.3), propre au caractere bidimensionnel de la surface d'univers. 
L'invariance sous les diffeomorphismes de la surface d'univers permet (localement) de 
ramener la metrique a la forme diagonale g a /3(o~) = p{ff)Vai3i Le facteur conforme p dit 
champ de Liouville, se decouple grace a la symetrie de Weyl, et on se ramene ainsi a 
l'action gaussienne 

S({X»(a)}) = T - J da A da 1 rj^X^X" , (3.5) 

La symetrie de Weyl presente cependant une anomalie quantique, et Polyakov a pu 
prouver que cette anomalie s'annulait uniquement en dimension 26, dimension critique 
de la theorie des cordes bosoniques [Pol81]. 

3.1.1 Tachyon, spectre de masse nulle et etats massifs 

Dans la jauge (3.5), les 26 coordonnees de plongement X M se decouplent, et verifient 
Tequation des ondes bidimensionnelle d a d a X^ = ; chaque coordonnee s'ecrit done 
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comme somme de composantes droite et gauche, 

X"(T,a) = XZ(T + v)+X£(T-a) (3.6) 

elles-memes decouplers dans le cas de la corde fermee, auquel nous nous restreignons 
ici * 1 . II est commode d'effectuer une rotation de Wick sur la surface d'univers, de sorte 
que les composantes gauches et droites s'identifient aux fonctions holomorphes Xl(z) 
et anti-holomorphes X R (z) de la coordonnee z = cr + ir. Les excitations quantiques de 
la corde fermee sont done decrites par deux series d'oscillateurs a£,a%, correspondant 
aux modes de Fourier de X£(z) et X^(z), verifiant les relations 

K. oQ = [<, oQ = im8 m+n r]^ (3.7) 
CL<* = otL n , < f = cC (3.8) 

et agissant sur le vide de l'espace de Fock \p) d'impulsion p^. Le mode zero «q = atf = 
p>*/2 correspond a l'impulsion totale transverse de la corde. 

L'invariance de jauge sous les diffeomorphismes de surface d'univers impose l'annu- 
lation du tenseur d'energie-impulsion sur la surface d'univers, de modes de Fourier 

j X 

Lo = -^P 2 + Y.n=l a -n&n ~ a , L n = - ^ a m- n a n (3.9) 



m=— oo 



Lo = -^P 2 + Y.n=l®-n®n-a , L n =- ^ ®m-n®n (3.10) 

m=— oo 

ou les constantes a et a, dites intercepts, sont fixees a la valeur a — a — 1 par l'absence 
de fantomes. En particulier, l'annulation de L et L implique la formule de masse et 
la condition de level matching : 

M 2 = -,{N L + N R -2) (3.11) 
a 

N L = N R (3.12) 

ou Nl = J2^Li a -n& n et Nr = Y^=i &-n&n designent les nombres d'oscillateurs gauche 
et droit. 

En particulier, l'etat fondamental N L = N R = de l'espace de Fock correspond a 
une particule de masse imaginaire dite tachyon, revelatrice de l'instabilite de la theorie. 
Le premier etat excite Nl = N R = 1, soit a^a^p), correspond a des particules 
de masse nulle, dont le spin depend du choix du tenseur de polarisation : 

•I- 1 Dans le cas de la corde ouverte, ces deux composantes sont identifies par la condition de Neumann 
daX 11 — aux bords a — 0, ir. 
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- Cuv = (Vv correspond au champ scalaire <\> du dilaton ; 

- antisymetrique correspond au tenseur antisymetrique de jauge B^ 

- £ M „ symetrique de trace nulle correspond au graviton g^ v . 

Les etats plus excites forment une tour d'etats supermassifs de masse M. ~ I /a' de 
l'ordre de la masse de Planck, et de spin arbitrairement eleve. La propagation de la 
corde dans les champs de fonds g^, B^x) et <f>(x) peut etre decrite en generalisant 
Taction (3.3) a 

S = J d 2 a^g- (^—^d^d^g^X) + ±-^B llv {X)d a X»dpX'' - ^(X)Rj 

(3.13) 

Cette action n'est plus gaussienne que dans l'approximation ou la taille de la corde \fa' 
est tres inferieure au rayon de courbure caracteristique de l'espace-temps. L'invariance 
conforme de la theorie des champs sur la surface d'univers-'' 2 , necessaire au decouplage 
du champ de Liouville impose alors une dynamique sur les champs de fond de masse 
nulle, donnee par l'annulation des fonctions beta relatives aux couplages g^, B^ et 
0; celle-ci peut se resumer au premier ordre en a! en termes de V action effective 

S = ^nJ d^x^ge-^ (r + - ^y^ 2 ) (3-14) 

ou la trois-forme H = dB denote la courbure du tenseur de jauge B^ v . La gravitation 
d'Einstein-Hilbert se trouve ainsi incluse et generalisee dans la theorie des cordes. 



3.1.2 Interactions, dilaton et serie de perturbation 

Les theories des champs associent une constante de couplage a chaque type d'inter- 
action selon la nature des particules incidentes. La theorie des cordes au contraire unifie 
tous les types de particules comme differentes excitations d'un meme objet. II n'existe 
alors plus qu'un seul type d'interaction correspondant a l'ouverture de deux cordes 
fermees et leur recollement en une seule (interaction de splitting and joining), soit 
l'ouverture d'un manche dans la surface d'univers. Par transformation conforme, une 
surface correspondant a une interaction a V ordre des arbres de plusieurs etats asympto- 
tiques peut etre deformee en une sphere ponctuee d'autant de pattes exterieures (figure 

^On pourra se reporter a l'excellent cours [Gin88] pour une introduction aux theories des champs 
conformes bidimensionnelles. 
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Fig. 3.1: Amplitude de diffusion a l'ordre des arbres et representation par operateurs 
de vertex. 

3.1)* 3 .L'effet de chaque particule est incorpore par l'insertion d'un operateur de ver- 
tex local dans la theorie conforme bidimensionnelle, dependant de l'etat d'oscillation 
interne, de la polarisation et de l'impulsion de la particule. Le tachyon et le graviton 
sont ainsi decrits par les insertions 



La fonction de correlation de la theorie conforme sur la sphere en presence de ces 
insertions fournit ainsi l'element de matrice S de diffusion entre ces particules. 

Les diagrammes a n boucles conduisent a des correlations d'operateurs de vertex sur 
des surfaces de Riemann de genre n. II ne suffit cependant pas d'integrer sur les champs 
X M de la theorie conforme, mais il faut aussi sommer sur les differentes metriques g a p 
sur la surface d'univers, ou plus exactement sur les classes d'equivalence de metriques 
modulo les diffeomorphismes et les transformations de Weyl. Ces classes d'equivalence 
sont parametrisees par un espace des modules* 4 de dimension finie 6n— 6 (ou pour n = 
0,et 2 pour n—1), sur lequel on doit encore integrer. Ainsi, dans le cas d'un diagramme 
a une boucle, la metrique est definie aux diffeomorphismes et transformations de Weyl 
pres par le parametre de structure complexe r, tel que ds 2 = \da° + rda 1 \ 2 . r prend ses 
valeurs dans le demi-plan de Poincare modulo le groupe modulaire Sl(2, Z). Ce quotient 
peut etre represents par le domaine fondamental 



J 3 On pourra se reporter aux references [FMS86, DP88] pour un expose detaille des methodes de 
calcul d'amplitudes de diffusion en theorie des cordes ; on trouvera egalement a la fin de Particle en 
annexe B un exemple detaille de calcul de diffusion a une boucle. 

t4 Il ne faut pas confondre cet espace des modules avec l'espace des modules decrivant les vides 
des theories de champs ou de cordes. Cet espace correspond au quotient de V espace de Teichmuller, 
decrivant les metriques modulo les transformations de Weyl et les diffeomorphismes connectes a l'i- 
dentite, par le groupe modulaire decrivant les classes de diffeomorphismes non connectes a l'identite. 




(3.15) 



T = {t E C/ r 2 > 0, \t\ > 1 et 




(3.16) 
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La partie imaginaire de T2 peut etre vue comme le parametre de Schwinger de la theorie 
des champs ordinaire, tandis que l'integrale sur T\ G [—1/2,1/2] impose la condition 
de level matching (3.11). En particulier, la region de faible parametre de Schwinger 
T2 — > 0, correspondant a la region ultraviolette, est exclue de ce domaine (ou plus 
exactement equivalente a la region T2 — > +00 par transformation modulaire), ce qui 
explique l'absence de divergences ultraviolettes en theorie des cordes. L'amplitude de 
transition vide-vide (ou, en d'autres termes, la constante cosmologique) a une boucle 
s'ecrit alors, pour la theorie bosonique en espace plat, 

*=SM ziT ' f) ' z(T ' f) = w ^ww (317) 

ou les fonctions modulaires * 5 r] 24 (r) et ff A {f) de Dedekind correspondent aux contri- 
butions des 24 oscillateurs gauches et droits, tandis que le prefacteur r 2 D ^ 2 ~ J d D ~ 2 p 

2 

e _7rp T2 correspond a l'integration sur l'impulsion transverse des etats dans la boucle. 
L'integrand Z(r, f ) correspond a la fonction de partition des modes de la corde. Son 
invariance sous les transformations modulaires de r est un prerequis fondamental pour 
la coherence de la theorie 

Le calcul d'une amplitude physique doit done prendre en compte les surfaces d'u- 
nivers de genre n arbitraire pour decrire les diagrammes de Feynman de nombre de 
boucles quelconque, ce qui lui vaut le nom de developpement en genre. Le genre d'une 
surface de Riemann, relie a la caracteristique d'Euler x — 2 — 2n, peut s'ecrire comme 
l'integrale sur la surface d'univers d'un terme local topologique 

x = 2 - 2n = J d 2 a JgR (3.18) 

qui n'est autre que l'operateur decrivant le couplage du dilaton a la surface d'univers 
dans F equation (3.13). Les surfaces de genre n sont done ponder ees par un facteur 
e (2n-2)<^ Qu designe ici la valeur moyenne du champ de dilaton, que nous pouvons 
done identifier avec le couplage de la theorie des cordes : 

g = e*> . (3.19) 

* 5 L'article en appendice B rassemble les identites utiles sur les fonctions modulaires, et fournit une 
introduction detaillee au calcul d'amplitudes a une boucle en theorie des cordes. On se reportera 
egalement avec profit aux references [Gin88, Kir 9 7]. 

* 6 La fonction 77(7-) n'est en effet invariante modulaire qu'a une racine 24-ieme de 1 'unite pres. On 
retrouve ainsi la dimension critique D — 26 de la theorie des cordes bosoniques, bien que cet argument 
n'elimine pas les autres possibilites D = 24k + 2, k € Z. 
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Cette formulation de la theorie des cordes apparait done essentiellement perturbative. 
Parler d'effets non perturbatifs ne saurait avoir de sens que dans le cadre d'une theorie 
plus large dont le developpement en genre, ou developpement de cordes, ne represente 
qu'un schema d'approximation. 

3.2 Les theories de supercordes 

La theorie des cordes bosoniques decrite a grands traits dans la section precedente 
presente de nombreuses insuffisances. L' existence du tachyon montre qu'elle n'est pas 
definie au voisinage de son vide stable, et la theorie de perturbation n'a done pas de 
sens. L' absence de particules fermioniques est regrettable pour une theorie visant a l'u- 
nification des forces, bien qu'il ne soit pas exclu que ces particules apparaissent autour 
du point stable de cette theorie. Les theories des supercordes pallient a ces insuffisances 
en introduisant des champs fermioniques sur la surface d'univers, de maniere a etendre 
la symetrie conforme en une symetrie superconforme. Cette symetrie locale contient en 
particulier la supersymetrie locale de la supergravite bidimensionnelle. La contribution 
a la charge centrale de l'algebre conforme des fantomes de Faddeev-Popov correspon- 
dants abaisse la dimension critique des theories de supercordes a D = 10. Tandis que 
les champs bosoniques, representant les coordonnees physiques de la corde, doivent 
etre definis globalement sur la surface d'univers, les champs fermioniques peuvent etre 
soit periodiques soit antiperiodiques le long de la corde, definissant ainsi les secteurs de 
Ramond (R) et de Neveu-Schwarz (NS). L'invariance modulaire impose alors l'intro- 
duction de periodicites definies le long de I'axe du temps propre de la surface d'univers, 
projetant effectivement la moitie de chaque secteur. Plus generalement, sur une surface 
de Riemann de genre n, on est amene a sommer sur tous les choix de structure de spin 
s = [^'"b"] , soit 2n signes (— ) a % (— ) bi correspondant aux periodicites autour de chacun 
des cycles d'homologie A h Bi (figure 2.1 page 48), avec une phase (— determinee 
par les imperatifs d'invariance modulaire et de factorisation [AGMV86, SW86]. Cette 
projection, dite GSO du nom de ses inventeurs Gliozzi, Scherk et Olive [GS076], elim- 
ine en particulier du spectre le tachyon, et garantit l'existence d'un nombre egal de 
particules bosoniques et fermioniques a chaque niveau d'excitation. La supersymetrie 
d'espace-temps n'est pas manifeste dans cette construction; Green et Schwarz en ont 
donne une formulation equivalente dans le cone de lumiere ou cette supersymetrie est 
explicite [GS82]. Ce gain est cependant obtenu au detriment de l'invariance de Lorentz 
a dix dimensions. 
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3.2.1 Cordes fermees de type II 

En associant a chaque boson X^(a, r) son partenaire supersymetrique ip^{<J, r) et 
en appliquant la projection GSO separement dans chacun des secteurs gauche et droit, 
on obtient ainsi les supercordes de type II A et IIB, selon le choix du signe relatif de la 
projection GSO entre les deux secteurs. Leur definition est resumee succintement dans 
la fonction de partition''- 7 



8/2 1 / ~ n ran \ 8/ 2 



Zn(T> f) = i . i . i (-i)^ f ffl ) . \ y: 



' ' a,b=0 \ 1 J a,b=0 




(3.20) 



avec e = 1 en type IIB et e = en type IIA. L'interpretation de cette expression est 
transparente si Ton choisit la jauge du cone de lumiere, ou \i est effectivement restreint 
aux huit coordonnees transverses. On reconnait alors respectivement l'integrale sur les 
impulsions transverses, la contribution des huit oscillateurs bosoniques transverses, et 
celle des huits fermions gauches et droits de structure de spin [£] et [J] . La fonction de 
partition comprend quatre secteurs selon la valeur de (a, a), et la sommation sur (b, b) 
impose les projections GSO dans chaque secteur. Le caractere bosonique ou fermionique 
depend de la phase (—y+ b + ab + a + b + eab evaluee en (6, b) = 0. Apres projection, l'etat 
fondamental d'un complexe de huit fermions de Neveu-Schwarz (a = 1) correspond a un 
vecteur 8 V sous le groupe de Lorentz transverse SO (8, K), tandis que l'etat fondamental 
d'un complexe de huit fermions de Ramond (a = 0) correspond a un spineur 8 S ou 8 C 
selon le choix du signe de la projection. Le spectre dans chaque secteur (a, a) peut ainsi 
etre obtenu par produit tensoriel des representations gauche et droite : 

- le secteur (1, 1), dit de Neveu-Schwarz (ou NS-NS), comprend 64 degres de libertes 
dans les representations 8 V <8> 8 V = 1 © 28 © 35 v correspondant au dilaton 0, 
graviton et tenseur antisymetrique respectivement ; 

- le contenu du secteur (0,0), dit de Ramond (ou R-R) depend du choix de la 
chiralite relative des spineurs gauche et droit. Dans le cas de la theorie de type 
IIA, le produit des deux spineurs de chiralite opposee donne un contenu non- 
chiral 8 S © 8 C = 8 V © 56 v correspondant aux tenseurs antisymetriques de jauge 
An et C^up * 8 - Dans le cas de type IIB, on obtient au contraire un contenu chiral 



^C'est plutot d'un indice de partition qu'il faudrait parler, car les fermions sont comptes avec un 
signe oppose a celui des bosons. 

J 8 On pourrait aussi bien considerer des potentiels de jauge duaux de Poincare a Ai et C3, qui 
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8 S ©8 S = 1©28©35 C representable en termes d'un champ scalaire CL, d'un tenseur 
antisymetrique B^ u et d'un tenseur a courbure autoduale T>^ pa . Le statut des 
champs de Ramond est tres different de celui des champs de Neveu-Schwarz. La 
corde fondamentale n'est pas chargee par rapport a ces champs. En particulier, 
il n'existe pas de modele sigma non-lineaire generalisant le lagrangien (3.13) en 
presence de champs de fond de Ramond. 

- les deux secteurs fermioniques (0, 1) et (1,0) (ou R-NS et NS-R) sont identiques 
(a un changement de chiralite pres en type IIA), et contiennent chacun un grav- 
itino et un fermion, selon 8 V © 8 S = 8 C © 56 c . lis constituent les partenaires 
supersymetriques des bosons des secteurs de Neveu-Schwarz et Ramond. 

On obtient ainsi des theories de supersymetrie N = 2 a dix dimensions (soit 32 super- 
charges), chirale (type IIB) ou non chirale (type IIA), dont les descriptions de basse 
energie sont donnees par les theories de supergravite decrites au chapitre precedent. Les 
proprietes de supersymetrie se manifestent dans le calcul des amplitudes physiques par 
differentes annulations. En particulier, la fonction de partition (3.20) est identiquement 
nulle par l'identite sur les fonctions theta 



qui traduit la compensation entre les degres de liberte bosonique et fermionique a 
chaque niveau. La constante cosmologique a une boucle, egale a l'integrale modulaire 
de la fonction de partition, est done aussi nulle* 9 . 



Ayant obtenu une version supersymetrique de la theorie des cordes fermees, il est na- 
turel de chercher une construction correspondante pour les cordes ouvertes. Les theories 
de supercordes ouvertes, dites de type I, ont connu un regain d'interet recent en liaison 
avec la (re)decouverte des D-branes. Elles n'occupent cependant pas une position cen- 
trale pour ce travail de these, aussi serons-nous plus brefs encore qu'a l'accoutumee (le 
lecteur pourra se reporter a [Fab97] pour plus de details.). La corde bosonique fermee 
presentait deux series d'oscillateurs gauche et droits a n et a n . Les conditions aux limites 

possederaient les memes degres de liberte sur la couche de masse. 

* 9 Cette annulation ne semble pas etre une consequence de la supersymetrie d'espace-temps, puisqu'il 
existe des theories de supergravite generant une constante cosmologique non nulle a une boucle. 




1 



(3.21) 



3.2.2 Cordes de type I 
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de Neumann des cordes ouvertes identifient ces operateurs de maniere a ne plus laisser 
que les modes stationnaires. Cette operation revient a prendre le quotient par l'involu- 
tion z — > z inversant V orientation de la surface d'univers. Dans le cas de la theorie des 
supercordes de type II, cette operation doit etre combinee avec une involution (— ) sur 
l'espace de Fock fermionique et un echange des fermions gauches et droits, ce qui n'est 
possible qu'en type IIB lorsque ceux-ci sont de meme chiralite. Cette identification 
elimine la moitie des supersymetries de la theorie de type IIB. Elle introduit dans le 
developpement en genre, en plus des surfaces de Riemann orientables de la theorie IIB, 
des surfaces fermees non- orientables, ainsi que des surfaces avec bords. La caracteris- 
tique d'Euler d'une surface de genre n avec b bords et c points de non-orientabilite (dits 
crosscaps) s'ecrivant x — 2 — 2n — 6 — c, on voit qu'a l'ordre d'une boucle il est necessaire 
d'introduire la bouteille de Klein (c = 2,b = n = 0), Vanneau (b = 2, c = n = 0) et 
le ruban de Mobius (b — c — l,n — 0). L'existence d'un bord permet le couplage a 
un champ de jauge par l'intermediaire de charges ponctuelles dites de Chan-Paton, de 
groupe SO(n) ou USp(n) dans le cas de cordes ouvertes non orientees, en accord avec 
l'existence d'un champ de jauge dans le spectre de masse nulle. Le critere d'invariance 
modulaire est beaucoup moins puissant dans le cas des theories de cordes ouvertes, et 
doit etre complete par le critere de compensation des tadpoles necessaire a l'absence 
de divergences ultraviolettes. Ce prerequis fixe les coefficients respectifs des differents 
diagrammes, et restreint le groupe de jauge a SO (32), en accord avec les restrictions 
de compensation d'anomalies dans la theorie de supergravite de type I discutees au 
chapitre precedent. On obtient ainsi la theorie des supercordes de type I, dont le spec- 
tre de masse nulle comprend le dilaton et graviton du secteur de Neveu-Schwarz des 
cordes fermees (mais pas le tenseur antisymetrique exclu par la projection), le tenseur 
antisymetrique de Ramond B^ u , ainsi que le champ de jauge 5*0(32) du secteur des 
cordes ouvertes et leurs partenaires fermioniques sous la supersymetrie N = 1 a dix 
dimensions. 

3.2.3 Cordes heterotiques 

L'introduction de supersymetrie sur la surface d'univers et le choix d'une projec- 
tion convenable a ainsi permis de resoudre le probleme du tachyon et de l'absence de 
fermions de la theorie des cordes bosonique. L'absence de symetrie de jauge non abeli- 
enne augure mal cependant de l'avenir phenomenologique de la theorie des supercordes 
de type II. La theorie des cordes de type I presente bien une invariance de jauge non 
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abelienne, mais la construction de modeles chiraux en dimension 4 est restee longtemps 
difficile en raison de l'absence d'un critere d'invariance modulaire commode. Grace a 
la decouverte de la theorie des supercordes heterotiques, il est devenu possible de con- 
struire des modeles phenomenologiques viables reproduisant les trois generations de 
matiere chirale, ouvrant ainsi l'ere de la «phenomenologie des supercordes». La con- 
struction des cordes heterotiques repose sur le constat que les secteurs gauche et droit 
des theories de cordes fermees ne sont couples que par les modes zero bosoniques et 
fermioniques. En revanche, la definition d'une projection GSO ne requiert la super- 
symetrie que d'un seul cote et suffit a garantir l'absence de tachyon et la presence de 
fermions dans le spectre. Gross, Harvey, Martinec et Rohm ont ainsi propose en 1985 
une theorie des cordes combinant la theorie superconforme N — 1 definissant la corde 
de type II dans le secteur gauche, et la theorie conforme non supersymetrique de la 
corde bosonique dans le secteur droit [GHMR85]. Les dix champs gauches X£(z) sont 
ainsi associes avec les dix champs droits X^(z) pour definir les coordonnees de plonge- 
ment de la corde heterotique, tandis que les seize champs supplementaires X^(z), soit 
apres fermionisation les trente-deux fermions droits ip l (z), sont utilises pour realiser 
une algebre de courant de rang 16. Les contraintes d'invariance modulaire restreignent 
alors cette algebre a 5*0(32) et E$ x E 8 comme attendu d'apres l'analyse de la com- 
pensation d'anomalies par Green et Schwarz. La fonction de partition de ces modeles 
s'ecrit ainsi 

o-l 2 



^et(T,f) = l.^-i£(-l) 



a+b+ab 



' ' a,b=0 \ ' 




16/2 



(3.22) 



ou Ton reconnait a nouveau l'integrale des modes zeros, les huit oscillateurs bosoniques 
transverses, leurs partenaires supersymetriques gauches, et les 32 fermions droits repar- 
tis en deux groupes de 16. Le terme entre crochets reproduit le caractere de l'algebre 
affine 5*0 (32), ou aussi bien celui de l'algebre affine E 8 x E 8 ; bien que les fonctions de 
partition de ces deux modeles soient identiques, les spectres soient en effet distincts. A 
nouveau, la meme identite (3.21) implique l'annulation de cette fonction de partition. 



3.3 Compactification et T-dualite 

A ce stade, nous avons obtenu les cinq theories des supercordes supersymetriques en 
dimension critique : cordes fermees de type IIA et IIB, cordes ouvertes de type I, cordes 
heterotiques 50(32) et E 8 x E$. La simplicity relative de cette classification s'evanouit 



3.3 Compactification et T-dualite 



79 



des que Ton considere ces theories en dimension inferieure, tout d'abord en raison de la 
multiplicity des compactifications possibles, et ensuite de l'existence de constructions 
non geometriques directement en dimension inferieure. Nous nous contenterons ici de 
discuter les deux cas les plus simples preservant respectivement tout ou moitie de la su- 
persymetrie : compactifications toroidales et sur variete K3. Ces deux cas suffiront aux 
besoins de cette these, et a reveler l'originalite de la perception de l'espace-temps par la 
theorie des cordes. lis nous fourniront l'exemple de dualites perturbatives, precurseurs 
des S-dualites que nous considererons dans la section suivante. 

3.3.1 Compactification toroidale de la corde bosonique fermee 

Nous avons deja discute la compactification des theories de champs sur un cercle 
dans la section 2.3.5 : chaque etat de la theorie originale se scinde en une tour d'etats 
de Kaluza-Klein de masse M. = m/R. Dans le cas de la theorie des cordes, la situ- 
ation est qualitativement differente puisque l'existence d'un cycle non-trivial autorise 
de nouvelles configurations, dites instantons de surface d'univers, ou la corde s'enroule 
n fois autour de ce cercle. Les entiers m et n correspondent aux charges electriques 
sous la symetrie de jauge U(1)l x U(1)r correspondant aux vecteurs et B^, ou 
l'indice 1 designe la direction compacte. La theorie conforme decrivant ces etats est 
une theorie de boson compact libre soluble explicitement. Chaque couple (m,n) decrit 
un etat «fondamental» \m,n) de la theorie conforme d'energie H = L + L et spin 
conforme S = L — L avec 



sur lequel est construite une tour d'etats d'oscillations identique a celle d'un boson non 
compact, soumise a la condition de level matching 




(3.23) 



(3.24) 



N R 



N L = mn . 



(3.25) 



La fonction de partition s'ecrit done 



1 




(3.26) 
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ou q = e T . On constate en particulier que cette fonction de partition est invariante 
sous Vinversion du rayon R — > a'/R. Cette symetrie, dite T- dualite^ 10 , correspond a 
une dualite de Poincare d a X — > e^d^X sur la surface d'univers, soit X(z) — > —X(z). 
Elle agit sur le spectre des etats en echangeant le nombre classique d'enroulement n 
avec le nombre quantique de moment m. En particulier, lorsque R — > 0, les etats en- 
roules autour du cercle (m = 0,n^0) deviennent toujours plus legers, tandis que les 
etats de Kaluza-Klein deviennent plus massifs. De maniere duale, lorsque le cercle est 
decompactifie, ce sont les etats d'enroulement qui deviennent supermassifs, tandis que 
les etats de moment approchent la masse nulle. Cette symetrie, que nous avons ici veri- 
fiee a l'ordre d'une boucle, est valide a tous les ordres en perturbation, moyennant la 
transformation — > e^\fa! ; /R du dilaton * n , et elle commute done avec le developpe- 
ment perturbatif. Au point autodual R = v^ 7 , les etats de charges (m,n) = (±1, ±1) 
deviennent de masse nulle et correspondent aux bosons de jauge associes a V extension 
de la symetrie de jauge U(1)l x U(1)r en une symetrie non abelienne SU (2)l x SU (2)r. 
Cette symetrie de jauge est spontanement brisee pour R ^ 1, et la T-dualite peut s 'in- 
terpreter comme la symetrie de Weyl residuelle sous cette brisure. A ce titre, elle doit 
done etre exacte dans une generalisation non perturbative de la theorie des cordes. 

Cette symetrie Z 2 admet une extension remarquable dans le cas des compactifi- 
cations toroi'dales sur un tore T d de dimension superieure. II est alors necessaire de 
preciser a la fois la metrique sur le tore grj et la valeur moyenne du tenseur anti- 
symetrique Bij. Ces d 2 champs scalaires correspondent a autant de modules de la 
theorie compactifiee. Moments et enroulements sont alors quantifies par des entiers mj 
et n 1 tels que 

X V, 7") = 9 U mjT + n ! a . (3.27) 



L'energie et le spin conforme sont donnes par 

a' 1 
L + L = — (mj + B u n J ) g IK (m K + B KL n L ) + —n 1 r g u n J (3.28) 

L -Z = rnrn 1 (3.29) 

Le vecteur p = (m/,n 7 ) a 2d composantes decrit alors un reseau muni de la norme 
paire 2min I de signature (d, d) , et de la metrique Lq + Lq de volume unite. La fonction 



* 10 La symetrie de T-dualite est decrite en detail dans Particle de revue [GPR94]. 
* n Cette transformation preserve le dilaton effectif er^o-i _ Re" 2 ^ D / ^/a' . 
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de partition associee a ce reseau V^d auto-dual pair 

Z d , d (g, B;r,f) = ^- d J2 ? V° , q = e 2mr (3.30) 

est done bien une fonction invariante modulaire, et represente la fonction de partition 
des modes zero des N bosons compacts, ainsi que des oscillateurs gaudies et droits 
associes. L'espace des modules du reseau est un espace homogene 

SO(d,d,R) 

SO(d) x SO(d) [ ' 

de dimension d 2 , parametre par la matrice M G SO(d,d,M) de la forme quadratique 

1 , ( a'g- 1 a'g- l B \ 

L + L = -p*Mp, M — [ y . 3.32 

L'action contragradiente M — > Q l MQ du groupe 0(d, d, R) sur l'espace homogene peut 
etre compensee par une rotation du vecteur entier p — > Q~ 1 p lorsque Q est une matrice 
a coefficients entiers, soit Q G 0(d,d,7*). La fonction de partition du tore T d est done 
invariante sous le groupe de T-dualite 0(d,d,1i). Un sous-groupe generateur (mais 
non minimal) de ce groupe de T-dualite consiste en les rotations euclidiennes du tore 
Sl(d,7i), les flots spectraux Bu — > Bu + 1 et les T-dualites elementaires sur chaque 
cercle du tore. 

Une simplification importante intervient dans le cas des compactifications sur un 
tore T 2 . L'espace homogene 0(2, 2,R)/0(2) x 0(2) se scinde en effet en deux facteurs 
Sl(2,M.)/U(l) x Sl(2,M.)/U(l) correspondant a deux parametres complexes T et U : 

T = B 12 + iy/ detg/a', U = g 12 /gu + i a/ det gj g u (3.33) 

sur lequel le groupe de T-dualite agit par transformations modulaires independantes 
Sl(2, 7j)t x Sl(2, et par echange deT etU [DVV88]. Plus generalement, la symetrie 
de T-dualite existe des lors que la variete de compactification admet une isometrie ; 
elle la transforme alors en une variete de topologie classique tout a fait distincte, mais 
equivalente du point de vue de la propagation de la corde. Elle s'etend egalement 
aux compactifications sur espaces de Calabi-Yau ou elle transforme une variete K en 
sa variete miroir K (voir par exemple les cours [HKT94, Gre96]). Cette symetrie de 
dualite est done de portee tres generate et correspond a une symetrie de jauge de la 
theorie des cordes encore mal comprise. 
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3.3.2 T-dualite et supercordes fermees 

La discussion precedente s'appliquait a la corde bosonique et au secteur bosonique 
des supercordes fermees. Dans le cas de la supercorde de type II, Taction de la T-dualite 
sur les champs bosoniques de la surface d'univers s'accompagne d'une action sur les 
champs fermioniques renversant la chiralite des spineurs du secteur droit. Les cordes de 
type IIA et de type IIB sont ainsi echangees a chaque inversion de rayon, de sorte que 
le groupe de T-dualite se trouve reduit a SO(d,d,Z), le generateur de determinant -1 
reliant les deux theories IIA et IIB. Les valeurs moyennes des tenseurs antisymetriques 
de jauge du secteur de Ramond fournissent en outre des modules supplementaires de 
la theorie compactifiee, sur lesquels la T-dualite doit encore agir. Une analyse explicite 
de la geometrie de l'espace des modules de Ramond montre que la T-dualite sur la 
direction I est representee sur les potentiels de Ramond par * 12 

K -> dx 1 ■ Tl + dx 1 A K (3.34) 



ou 1Z = YlpT^-p designe la somme des formes differentielles de Ramond d'ordre pair 
(en type IIB) ou impair (en type IIA), et ou les symboles • et A designent les pro- 
duits interieurs et exterieurs de formes differentielles. L'ensemble de ces transforma- 
tions pour I = 1 . . . d engendrent une algebre de Clifford qui n'est autre que l'algebre 
associee a SO(d, d, R). Les champs scalaires de Ramond se transforment done comme 
une representation spinorielle de SO(d, d, Z), et le passage de la theorie de type IIA a 
la theorie de type IIB s'accompagne d'une inversion de chiralite. 

Le cas de la theorie heterotique offre une particularite d'un autre ordre. Les bosons 
de jauge de la corde heterotique en dimensions 10 fournissent par compactification 
toroi'dale 16d champs de modules correspondant aux lignes de Wilson § Ajdx 1 brisant 
la symetrie de jauge de rang 16. Qui plus est, la distinction entre coordonnee de 
plongement et coordonnee d'algebre de courant disparait du cote droit de la corde, 
si bien qu'en realite on a d bosons a gauche et d + 16 a droite, compactifies sur 
un reseau de Narain (Pl,Pr) £ r^ +16 , parametre par l'espace homogene 0(d, d + 
16,R)/(SO(d) x SO(d + 16) modulo le groupe de T-dualite etendu 0{d,d+ 16, Z) 
[Nar86, NSW87, LSW89]. La formule de masse et la condition de level matching 



Cette equation admet des corrections en presence d'un champ B^ v non nul (cf appendice D). 
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s'ecrivent* 13 




(3.35) 



(3.36) 



Les etats tels que (PI,Pr) = (0,2) et (Nl,Nr) = (1/2,0) correspondent done a des 
bosons de jauge de masse nulle s'ajoutant aux 16 bosons U(l) (N L ,N R = (1/2,1)). 
lis signalent done 1' extension de la symetrie de jauge heterotique en certains points 
de l'espace des modules. Les racines ayant toutes la meme longueur P| — Pf = 2, 
on obtient ainsi les groupes de jauge simplement laces A,D,E de la classification de 
Cartan. En particulier, lorsque le reseau 1^+16 est factorise en © ri 6 , soit pour 
des lignes de Wilson nulles, on retrouve la symetrie de jauge 5*0(32) (ou E 8 x E 8 ) de 
la theorie a 10 dimensions. On peut cependant trouver une valeur des lignes de Wilson 
restituant V autre symetrie de jauge E 8 x E 8 (ou 50(32)) : les deux theories heterotiques 
a dix dimensions sont ainsi confinement reliees par compactification sur un cercle. 

3.3.3 Cordes ouvertes et D-branes 

La T-dualite que nous avons decrite dans le cas des cordes fermees permet ainsi 
de relier deux a deux les theories des supercordes a dix dimensions que Ton croyait 
distinctes. Son existence dans la theorie des cordes ouvertes de type I semble a priori 
problematique, puisque les etats d'enroulement images des etats de Kaluza-Klein sous 
la T-dualite n'existent pas en theorie des cordes ouvertes. La resolution de ce paradoxe 
a mene Horava, Polchinski, Dai, et Leigh a la decouverte des D-branes [DLP89, Hor89] 
qui ont recemment pris une importance considerable dans la comprehension des dualites 
des theories des cordes et des theories de jauge. Nous en rappellerons brievement les 
points saillants indispensables a la comprehension des travaux de ce memoire, renvoyant 
le lecteur aux articles de revue pour plus de details [Bac96, PCJ96, Pol96, Tay97]. 

Revenant a l'interpretation de la T-dualite en termes de dualite de Poincare sur la 
surface d'univers, on voit que dans le cas des cordes ouvertes, cette operation remplace 
la condition de Neumann d a X(a = 0, ir) = sur la coordonnee compacte par la 
condition de Dirichlet d T X(cr = 0, n) = 0, traduisant le fait que les extremites de la 
corde ouverte sont attachees a un point fixe dans la direction X, soit sur une 8-brane 
de l'espace-temps. Le moment n'est alors plus conserve, mais l'enroulement autour 

$ 13 Nl contient ici les oscillateurs fermioniques demi-entiers. 
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Fig. 3.2: A gauche : fluctuation a l'ordre du disque du champ de cordes ouvertes en 
presence d'une D-brane ; a droite : fluctuation a l'ordre de l'anneau du champ de cordes 
ouvertes en presence de deux D-branes, ou de maniere equivalente, echange de cordes 
fermees entre celles-ci. 

de la direction compacte devient un bon nombre quantique. La T-dualite peut etre 
appliquee dans plusieurs directions distinctes successivement de maniere a generer des 
p-branes de toute dimension dites D-branes. La 9-brane correspond a la propagation 
libre des cordes ouvertes, mais la presence de N d'entre elles revient a attacher un 
facteur de Chan-Paton U(N) aux extremites des cordes ouvertes orientees * 14 . Ces D- 
branes apparaissent comme des objets infiniment massifs, etendus longitudinalement 
et localises transversalement dans la theorie de perturbation. 

L'echange de moment avec les fluctuations du champ de cordes ouvertes en sa 
presence confere a la D-brane une dynamique justifiant cette appellation de membrane. 
Les modes de masse nulle des cordes ouvertes attachees a la D-brane correspondent en 
particulier aux degres de liberie de la D-brane. Contrairement a la theorie des cordes 
ouvertes «libres» ou ces modes se propagent dans l'espace-temps a dix dimensions, 
la brisure de la symetrie de translation par la D-brane reduit leur dependance aux 
coordonnees longitudinales, et ils ne propagent done plus que sur le volume d'univers 
de la D-brane. Ils se couplent neanmoins aux modes des cordes fermees de l'espace- 
temps a dix dimensions, et en particulier au graviton. Le potentiel vecteur de la 
theorie des cordes ouvertes libres donne ainsi naissance a 9 — p champs Aj, scalaires 
du point de vue du volume d'univers de la D-brane et correspondant aux fluctuations 
de position transverses a la D-brane, et un champ de jauge se propageant sur ce 
volume d'univers ; a ces fluctuations marginales s'ajoutent les modes massifs des cordes 



$ 14 SO(N) ou Sp(N/2) dans le cas des cordes non orientees. En particulier, dans la theorie de type 
I, la symetrie de jauge SO(32) peut etre interpretee comme la presence de 16 D9-branes. 
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ouvertes, dont Tintegration conduit a une action effective pour les degres de liberte 
Aj et de la D-brane. Cette action peut etre aisement determinee par T-dualite a 
partir de Taction effective du champ de jauge A^ de la theorie des cordes ouvertes 
libres [Lei89]. Ce champ de jauge couple au bord de la surface d'univers de la corde 
ouverte par une ligne de Wilson § A^d T X^ ; l'amplitude a l'ordre du disque de la theorie 
des cordes ouvertes en presence du champ de fond A^ (figure 3.2) peut etre evaluee 
explicitement* 15 [ACNY87] et conduit a Taction de T electrodynamique de Born-Infeld 
[BI35] 

(e^^ XM ) disque = J d D x e-tyfdet (v^ + a'F^) (3.37) 

ou F = dA est la courbure du champ de jauge A. Cette action restitue aux energies 
basses devant l/\fa' Taction de Maxwell ordinaire, mais la corrige par des interactions 
a nombre de derivees arbitrages''' 16 . La T-dualite dans la direction / remplace le cou- 
plage de jauge f Ajd T X ! par un couplage transverse f Aid a X ! au flux d 'impulsion p 1 
traversant Textremite de la corde vers la D-brane. Le champ Aj apparait done bien 
comme la variable conjuguee au moment de la D-brane, soit comme la position x 1 dans 
la direction I. L'electrodynamique de Born-Infeld (3.37) donne alors sous cette reinter- 
pretation T action de Dirac- Born-Infeld [Dir62] decrivant la dynamique de la Dp-brane 

S = J a? +1 x e^det (g^ + a'F^) (3.38) 

ou g represente la metrique induite sur le volume d'univers par le plongement x 1 . En 
particulier, la tension de la Dp-brane est donnee par 

T p = e-V(«') £ * i (3.39) 

tres superieure a celle de la corde fondamentale a faible couplage, mais aussi tres 
inferieure a celle en 1/g 2 des solitons des theories des champs habituelles. 

L'action de Born-Infeld peut etre aisement generalisee en presence d'un champ de 
fond de tenseur antisymetrique de Neveu-Schwarz B^ v . Celui-ci couple a la surface 
d'univers par un terme topologique J B, invariant sous la transformation de jauge 
B — > B+dA a un terme de bord pres § A qui peut etre absorbe dans une transformation 

■^aux termes contenant des derivees de F pres. 

■f 16 Cette serie est generee par le developpement de la racine carree, et non pas du determinant qui 
contient les termes F 2k , k = 1 . . . \D/2]. La racine carree peut du reste etre eliminee en introduisant 
un champ auxiliaire : \[x = {\(v + x/v)) v . 
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du champ de jauge de volume d'univers de la D-brane A — > A — A. La courbure 
generalisee + B^ u est alors invariante de jauge, et remplace F dans l'equation 
(3.38). 

Nous avons jusqu'a present decrit les D-branes dans le cadre de la theorie des cordes 
ouvertes. Elles existent tout autant dans les theories des supercordes de type I et II, ou 
elles decrivent des etats 1/2-BPS satures * 17 . Cette propriete apparait par exemple dans 
V annulation de l'interaction a une boucle de deux D-branes paralleles statiques (figure 
3.2), donnee par la fonction de partition de la theorie de supercordes sur l'anneau. 
L'action de Born-Infeld est alors completee par des termes fermioniques de maniere a 
former une theorie de volume d'univers invariante sous la moitie des supersymetries de 
la theorie libre. L'autre moitie, brisee spontanement par la presence de la D-brane, est 
realisee non-lineairement sur le volume d'univers. 

Comme remarque par Polchinski, l'annulation du potentiel d'interaction statique 
entre deux D-branes paralleles resulte de la compensation entre les interactions grav- 
itationnelles du secteur de Neveu-Schwarz et les interactions de jauge du secteur de 
Ramond. Elle implique en particulier que la Dp-brane est chargee sous le potentiel de 
Ramond TZ p+ i, et porte la charge minimale permise par la condition de quantification 
de Dirac. L'action de la D-brane comprend done, en sus de Taction de Born-Infeld 
(3.37), le couplage topologique de Wess-Zumino 

S = J d p+1 x e F+ *Tl , (3.40) 

ou l'integrale selectionne la p + 1-forme apres developpement en serie de l'exponen- 
tielle [GHT96, GHM97]. Les Dp-branes peuvent ainsi etre identifiees aux p-branes 
des theories de supergravite de type I et II chargees sous ces memes champs, et en 
fournissent une description en termes de theorie conforme. Certaines configurations 
de D-branes non paralleles preservent quant a elles une fraction inferieure de la super- 
symetrie, et peuvent encore etre identifiees a des etats BPS des theories de supergravite. 

Si Taction de Born-Infeld (3.38) decrit la dynamique d'une D-brane, elle ne dit 
cependant rien de l'interaction entre plusieurs D-branes. Celle-ci peut a nouveau etre 
determinee en considerant les fluctuations du champ de cordes entre elles. Le champ 
de cordes fermees conduit aux interactions gravitationnelles ordinaires, corrigees par 

* 17 La structure drastiquement differente des modes gauches et droits dans la corde heterotique em- 
peche l'introduction de bord sur la surface d'univers de la corde, et done l'existence de D-branes 
heterotiques. 
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Fig. 3.3: Interactions de cordes ouvertes dans un systeme de N D-branes paralleles. 

l'effet des modes massifs. Le champ de corde ouvertes engendre cependant de nou- 
velles interactions, puisque les cordes sont maintenant susceptibles d'avoir leurs deux 
extremites attachees sur deux D-branes differentes. La masse des etats fondamentaux 
de ces cordes M. = L/a' est proportionnelle a leur elongation L, et ces modes devi- 
ennent de masse nulle lorsque les deux D-branes se touchent. Le cas de N D-branes 
paralleles, positionnees a des abscisses x l le long d'une direction compacte (figure 3.3) 
est particulierement simple : sous la T-dualite il correspond a N 9-branes, soit a la 
presence de facteurs de Chan-Paton U(N) aux extremites de la corde; la symetrie 
de jauge est cependant brisee en U(1) N par l'holonomie du champ de jauge autour du 
cercle 

/ e 2nix 1 /R \ 



G U(N) (3.41) 



La coincidence de n D-branes s'accompagne done d'une restauration de symetrie non 
abelienne U(n) x U(l) N ~ n dont les n 2 bosons vecteurs non abeliens correspondent aux 
cordes de masse nulle joignant les n D-branes deux a deux. La dynamique effective 
decrivant ces modes peut en principe encore etre obtenue a partir de Taction effective 
d'un champ de jauge non-abelien U(N) en theorie de type I; la non commutativite 
des champs de jauges matriciels e su(N) empeche une evaluation explicite de 
l'amplitude a une boucle generalisant l'equation (3.37)* 18 ; la limite de basse energie 
est cependant non ambigue, et correspond a une theorie de Yang-Mills supersymetrique 

tl8 Dans le cas non abelien, en raison de la relation [D,D]F — [F,F], la distinction entre termes 
derivatifs et commutateurs n'existe plus, et on est done reduit a garder ou omettre tous les deux. Dans 
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* 19 non abelienne de groupe de jauge U(N). Les champs de jauge Ai deviennent par 
T-dualite les positions non abeliennes transverses des D-branes [Wit96a], sujettes au 
potentiel scalaire 

V= triX^X^X^XA (3.42) 

Dans la phase de Higgs, les matrices de positions commutent et peuvent etre simul- 
tanement diagonalisees : on recouvre ainsi la notion de position individuelle de chaque 
D-brane. Au voisinage des points de symetrie etendue, ou deux valeurs propres des 
matrices de position coincident, les fluctuations des degres de liberte non diagonaux 
induisent des effets de coherence et seule la position du centre de masse, correspon- 
dant au facteur diagonal U(l) C U(N), est bien definie. Cette non-commutativite 
de l'espace-temps n'est pas sans rappeler la geometrie non commutative formulee par 
A. Connes [Con94], mais la connection n'a jusqu'a present pas ete formulee en toute 
generality. Bien qu'incomplete, cette formulation est particulierement adaptee a l'etude 
des etats lies de D-branes : 1' approximation de basse energie a Taction de N D-branes 
est alors sufflsante, et les etats lies peuvent etre identifies aux etats du vide super- 
symetriques de la theorie de Yang-Mills U(N). L'absence de mass gap dans ces theories 
en rend cependant l'etude delicate, et seule l'existence d'etats lies pour N = 2 a jusqu'a 
present pu etre prouvee ; l'unicite de l'etat lie de N DO-branes, a la base de nombreuses 
conjectures de dualite, est encore incertaine. 

3.3.4 Orbifolds et compactification sur K3 

La compactification toroi'dale que nous avons decrite jusqu'a present, n'agissant que 
sur les modes zeros bosoniques, preservait la totalite des supersymetries de la theorie 
non compactifiee. La supersymetrie peut etre reduite de maniere commode en jaugeant 
une symetrie discrete de l'espace-temps [DHVW85, DFMS87]. L'espace resultant, dit 
orbifold, presente des singularites aux points fixes de la symetrie, mais la theorie con- 
forme correspondante est parfaitement reguliere, comme l'atteste l'equivalence de la 
compactification sur l'orbifold S 1 /Z 2 de rayon R = \fa' avec la compactification sur 

le second cas, on obtient une relation analogue a (3.37) ou la trace symetrisee dans la representation 
adjointe de U(N) apparait devant la racine carree [Tse97]. Les effets conjugues de non linearite et 
de non commutativite sont cependant gaches par cette approximation. Le couplage topologique est 
quant a lui donne exactement par la trace de l'equation (3.40), ou la courbure generalisee doit etre 
lueF + B-I. 

$ 19 & 16 charges supersymetriques en type II, ou 8 charges en type I. 
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un cercle de rayon R = 2yo/ . L'invariance modulaire impose l'inclusion d'etats dits 
twistes en sus des etats de la theorie originale invariants sous la symetrie. Les etats 
twistes correspondent aux cordes fermees a une action de la symetrie pres, soit aux etats 
encerclant les singularites de l'orbifold. En particulier, le secteur de masse nulle con- 
tient les modes non twistes correspondant aux modules de la theorie initiate preservant 
l'existence de la symetrie, ainsi que les modes de resolution {blow-up modes) parame- 
tral la resolution de chaque singularity de l'orbifold. L'exemple le plus simple consiste 
a jauger la symetrie Z 2 : X 1 — > —X 1 renversant toutes les coordonnees X % du tore T d . 
La fonction de partition bosonique peut s'ecrire en terme des blocs conformes twistes 

Z d ,d[g] : 



ryorb _ ^ \ iy 

^d,d — 2 d ' a 



g,h=0 



.9. 



J dA 



J d,d i ^d,d 



h 



\rj 



3d 



413 



d ' 



(3.43a) 



(/*,<?) ^(0,0) , (3.43b) 



ou h = (resp. 1) dans le secteur non twiste (resp. twiste), et ou g — 1 correspond 
a l'insertion de l'operateur de symetrie. Les blocs twistes (h, g) ^ (0, 0) ne dependent 
pas des modules non twistes Gu, Bjj, la symetrie Z 2 ne laissant que le secteur de 
charges nulles mi = n 1 = 0. lis dependraient en revanche des modules de resolution si 
on ecartait marginalement la theorie conforme du point d'orbifold T of /Z 2 . Dans le cas 
des theories de supercordes, l'invariance du courant de supersymetrie de surface d'u- 
nivers impose que la symetrie agisse egalement sur les fermions selon ip^ — > —i/j^. Pour 
d < 3, cette action brise la supersymetrie d'espace-temps * 20 . Pour d = 4, une moitie 
de la supersymetrie est preservee par la projection. L'orbifold T 4 /Z 2 represente en effet 
le prototype d'une surface K 3 , c'est-a-dire une variete (eventuellement singuliere) 
kahlerienne compacte de dimension 4, simplement connexe, et de courbure de Ricci 
triviale. Ces conditions assurent l'existence d'un spineur covariantement constant, et 
done d'une supersymetrie residuelle. Compte tenu du role central joue par les com- 
pactifications sur K 3 dans les conjectures de dualite et dans les travaux presentes en 

•^En effet, le spineur de Majorana-Weyl a 10 dimensions se reduit en un spineur de Majorana en 
dimension 9, un spineur de Weyl en dimension 8, et un spineur de Dirac en dimension 7. Ce n'est 
qu'en dimension 6 qu'il se scinde en deux spineurs dont l'un peut etre projete sous la symetrie Z2. 

* 21 II existe trois autres modeles d'orbifolds abeliens de K3 : T 4 /Z3, T 4 /Z4, T 4 /Zq. Le groupe discret 
Z„ agit dans tous ces cas sur les coordonnees complexes du 4-tore par (z\, Z2) — * (e 27Tl / n zi, e~ 2m l n Z2). 
Cette action preserve en particulier la deux-forme holomorphe dz\ A dz2 . 
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appendice B et F de ce memoire, nous consacrerons le reste de cette section a decrire 
les aspects les plus importants de ces surfaces, renvoyant a la reference [Asp96] pour 
une presentation plus approfondie. 

En realite, c'est de la surface K 3 qu'il faudrait parler : toutes les surfaces K 3 sont 
en effet diffeomorphiquement equivalentes. Elles different cependant dans le choix de la 
2-forme holomorphe Q definissant la structure complexe, et de la classe de Kahler J. Le 
theoreme de Calabi et Yau assure l'existence et l'unicite d'une metrique de courbure 
de Ricci nulle (ou metrique d'Einstein) ces deux structures etant fixees [Yau77]. Toutes 
deux peuvent etre specifiers en termes de vecteurs dans le reseau de cohomologie de 
K 3 , qu'il est aise de determiner au point d'orbifold T A /Z 2 : de la cohomologie du tore 
T 4 , seuls subsistent les formes non twistees l,dx l A dx\dxi A dx 2 A dx 3 A dx±. La 
resolution de chacune des 16 singularites de type C 2 /Z 2 (soit A 1 dans la classification 
des singularites des surfaces complexes) introduit autant de deux-cycles non triviaux ; 
la cohomologie totale est resumee dans le diamant de Hodge 

h o,o j 

h 1 ' h^ 1 

h 2,o h i,i h o,2 = l ( 4 + 16 ) 1 (3.44) 

/i 2 ' 1 h 1 ' 2 

h 2 ' 2 1 

pour une caracteristique d'Euler x — 24. Le second groupe de cohomologie H 2 (K 3 ,Z) 
est particulierement important, puiqu'il peut etre munie d'une forme d 'intersection 
aj^fi = J K3 o: A P de signature (3,19), et a valeurs entieres paires. La dualite de de 
Rham identifie en outre H 2 (K 3 ,Z) avec son dual H 2 (K 3 Z). H 2 (K 3 ,Z) constitue done 
un reseau pair autodual, analogue au reseau de Narain definissant les compactifications 
toroi'dales heterotiques. Le choix de la 2-forme holomorphe et de la 2-forme de Kahler 
definissent trois vecteurs Q, fl, J de H 2 (K 3 ,Z). La surface K 3 etant hyperkahlerienne, 
elle n'est cependant pas affectee par une rotation SO (3) de ces trois objets. Le choix de 
la metrique d'Einstein sur la variete K 3 est done parametre par l'espace des modules 
homogene 

0(3, 19, Z)\0(3, 19, R)/(S0(3, R) x 50(19, R)) x R+, (3.45) 

correspondant au choix d'un 3-plan dans l'espace vectoriel ^2(^3,^) ~ M 3 ' 19 , aux 
diffeomorphismes S'0(3, 19, Z) du reseau H 2 (K 3 ,Z) pres. Le facteur M + correspond lui 
au volume de la metrique d'Einstein. 
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La donnee de la metrique d'Einstein ne suffit cependant pas a definir la theorie 
des cordes sur cet espace : il faut encore specifier la valeur moyenne du tenseur anti- 
symetrique B^, ainsi que des tenseurs de jauge de Ramond dans les supercordes de 
type II, ou des champs de jauge dans le cas des supercordes heterotiques et de type I. 
Nous laissons ce dernier cas de cote dans cette these, puisque nous nous restreignons 
aux situations avec au moins 16 supercharges de symetrie. Les valeurs moyennes du 
tenseur antisymetrique B^ v peuvent etre mesurees par les 22 integrates f ^ B sur les 
deux-cycles de K 3 , et etendent l'espace des modules a [Sei88] 

0(4, 20, Z)\0(4, 20, R)/(0(4, R) x 0(20, R)) (3.46) 

auquel il faut encore ajouter un facteur R + correspondant au dilaton. La symetrie 
0(4, 20, Z) contient la symetrie geometrique 0(3, 19, Z) precedente, mais l'etend par des 
transformations supplementaires melangeant la metrique et le tenseur antisymetrique. 
Ces transformations correspondent aux symetries miroir des modeles sigma non-lineaires 
sur les espaces de Calabi-Yau, et correspondent a des dualites perturbatives des theories 
des cordes analogues aux T-dualites des compactifications toro'idales. Dans le cas des 
supercordes de type IIA compactifiees sur K 3 , on obtient ainsi l'espace des modules 
complet, car les champs de Ramond, correspondant a des formes differentielles de degre 
impair, ne generent pas de degres de liberte scalaires sur K 3 . En revanche, dans le cas 
IIB, il faut encore inclure la valeur moyenne du scalaire de Ramond (2, les 22 flux J ! B 
du tenseur antisymetrique de Ramond a travers les deux-cycles de K 3 ainsi que le flux 
total f K V de la 4-forme V. Avec le facteur du dilaton, ces champs se combinent en 
l'espace des modules de type IIB 

0(5, 21, R)/(0(5, R) x 0(21, R)) (3.47) 

pour lequel il est naturel de conjecturer une identification sous le groupe 0(5, 21, Z). 
Cette dualite est cependant non perturbative, car melangeant le dilaton avec les parametres 
geometriques de la compactification. Notons qu'on ne sait definir la theorie des cordes 
perturbativement que pour une valeur moyenne nulle des champs de Ramond. 

Les compactifications sur K 3 permettent ainsi de reduire la dimension de l'espace- 
temps & D = 6 tout en conservant la moitie des supersymetries. La dimension D = 4 
peut etre atteinte par compactification supplementaire * 22 sur un tore T 2 . On ob- 

$ 22 0n peut aussi envisager la compactification de dix dimensions a quatre sur un espace de Calabi- 
Yau a six dimensions [CHSW85]. Ce cas ne preserve cependant qu'un quart des supersymetries, aussi 
l'omettrons nous dans ce memoire. 
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tient ainsi, partant de la theorie des cordes de type IIA ou IIB, une theorie super- 
symetrique N = 4 en dimension 4. L'espace des modules contient l'espace des modules 
SO(4,20,R)/SO(4) x SO{20) x R+ de la theorie sur K 3 ainsi que les modules T, U 
de la compactification sur T 2 . II contient egalement les valeurs moyennes des champs 
de Ramond sur les cycles de K 3 x T 2 , ainsi que l'axion a equivalent au tenseur anti- 
symetrique de Neveu-Schwarz sur la couche de masse. Avec le dilaton 0, ce champ 
forme le scalaire complexe S = a + ie~ 2 ^ . Dans le cas IIA, l'ensemble de ces champs 
s'organise dans l'espace homogene 

Sl(2,R) 0(6, 22, R) 
U(l) 0(6) x 0(22) {6AH) 

ou le premier facteur correspond au parametre T et le second rassemble S, U et les 
modules de K 3 et de Ramond. Le cas IIB s'obtient par T-dualite T <->[/. La encore, il 
est naturel de conjecturer l'invariance de la theorie sur les transformations modulaires 
57(2, 7i)t x S0(6, 22, Z) de cet espace homogene. Cet espace des modules est identique 
a celui de la corde heterotique compactifiee toroi'dalement sur un tore T 6 : le facteur 
57(2, R)/C/(l) est alors interprete comme le champ complexe S = a + ie~ 2l/) de la corde 
heterotique, tandis que le second facteur n'est autre que l'espace des modules du reseau 
de Narain r 6 2 2- Cette coincidence est une des premieres indications des dualites des 
supercordes, vers lesquelles nous nous tournons dans la section suivante. La S-dualite 
de la theorie heterotique est alors consequence de la T-dualite de la theorie de type II 
[FILQ90]. 

La compactification sur K 3 x T 2 que nous venons de decrire n'est cependant pas 
la seule a fournir une theorie de supersymetrie iV = 4 en dimension 4. En particulier, 
la variete K 3 admet, sur une sous-variete de son espace des modules, une involution 
sans point fixe dite involution d'Enriques^ 23 . En combinant cette involution avec une 
translation d'une demi-periode sur le tore, on obtient une theorie conforme sur (K 3 xT 2 ) 
qui preserve la supersymetrie iV = 4. La projection elimine cependant une partie des 
cycles de la variete K 3 x T 2 , soit une partie des bosons de jauge dans le spectre de 
basse energie. On obtient ainsi des theories de type II N — 4 a rang reduit, d'espace 
des modules Sl{2, R)/C/(l)xO(6, 6+AV, R)/{0{6)xO{6+N v )). L'etude des corrections 
de seuil gravitationnelles dans ces theories et dans les theories heterotiques duales fait 
l'objet du travail en appendice B. 

* 23 T 4 /Z2 admet ainsi les translations par une demi-periode x 1 — > x 1 + 1/2 comme involutions 
d'Enriques. Ces involutions identifient les 16 points fixes de l'orbifold deux a deux. Elles generent le 
groupe de symetrie (D4) 4 de la theorie conforme associee a T 4 /Z2 [DVV88]. 
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3.4 La theorie non perturbative des supercordes 

Apres le long chemin qui nous a conduit des dualites electriques-magnetiques des 
theories de jauge supersymetriques aux dualites d'espace-cible des theories des su- 
percordes en passant par les symetries cachees et le spectre des etats solitoniques de 
membrane des theories de supergravite, nous avons maintenant en main les concepts 
essentiels aboutissant a la conjecture de dualite des theories de supercordes. Nous nous 
sommes d'ailleurs a plusieurs reprises approches de cette idee, et nous n'aurons ainsi 
qu'a rassembler les notions principales apparues au cours de notre route. 



3.4.1 Dualite des cordes N = 4 heterotique et de type II 

Comme nous l'avons decrit dans la section precedente, les dualites d'espace-cible 
reduisent a trois le nombre de theories des supercordes perturbatives : les theories de 
type IIA et de type IIB sont identifiees par T-dualite apres compactification sur un 
cercle, de meme que les cordes heterotiques de groupe de jauge 5*0(32) et E 8 x Eg. 
Cette dualite commute avec le developpement perturbatif en puissances du couplage 
g = e^, et peut etre demontree a tout ordre. Elle peut en outre s'interpreter comme 
symetrie de jauge spontanement brisee, et a ce titre doit valoir egalement au niveau 
non perturbatif. 

Nous avons egalement rencontre de nombreux indices de dualite non perturbative 
entre ces trois theories. Ainsi, la theorie des cordes de type IIA compactifiee sur une 
variete K 3 presente le meme espace des modules que la theorie heterotique compactifiee 
sur un tore T 4 . Cette indication peut etre renforcee par l'examen des actions effectives 
de basse energie [Sen95]. L'action a l'ordre des arbres de la theorie heterotique com- 
pactifiee sur T 4 s'obtient par reduction de Kaluza-Klein de Taction a dix dimensions : 



S het = I d x e 



-20 6 



^gR + 4(V0 6 ) 2 - — H A *H + -Tr (dMdM' 1 ) - -M ij F i A *F j 
12 8 4 

(3.49) 



ou Ton a omis les champs fermioniques et les puissances de a' . Le couplage g$ = est 
relie au dilaton de la theorie a dix dimensions par e _2< ^ 6 = Ve^ ou V est le volume de 
T 4 ; F % = dA l est la courbure du champ de jauge U(l) provenant de la symetrie de jauge 
a dix dimensions (brisee par les lignes de Wilson) ou de la symetrie de jauge de Kaluza- 
Klein ; H = dB — LijA 1 A F J contient les corrections de Chern-Simons usuelles dans 
ces reductions ; la matrice symetrique M parametrise l'espace des modules homogene 
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SO (A, 20, R)/SO(A) x £0(20) et L designe la metrique paire de signature (4,20). Le 
facteur e~ 2< ^ 6 correspond a une contribution a l'ordre de la sphere. D'un autre cote, 
Taction de la theorie de type II reduite sur K 3 s'ecrit 



~>IIA 



-I 



+ 



d 6 x e~ 2 ^ 
d 6 x 



gR + 4(V0 6 ) 2 - ^-H A *H + i Tr (dMdikT 1 ) 
12 8 



/ 



— -MijF 1 A *F 3 + LijB A F l A F J 



(3.50) 



Les 24 champs de jauge U(l) proviennent cette fois du champ de jauge de Ramond 
A, de la reduction du tenseur de jauge C = Ylili A A x sur les 2-cycles de K 3 et du 
tenseur C3 lui-meme, equivalent a un champ de jauge U(l) a six dimensions. Tous ces 
champs proviennent du secteur de Ramond de la theorie de type IIA, et presentent 
un couplage anormal au dilaton e^ x+2 ^ sur une surface de caracteristique d'Euler X- 
On notera l'absence de corrections de Chern-Simons dans la courbure H = dB, et la 
presence d'un terme topologique B A F A F provenant d'un couplage B A dC A dC a 
dix dimensions. L'identite entre ces deux actions apparait apres une transformation de 
Weyl g — > e^ 2 gE eliminant le facteur du dilaton devant Taction d'Einstein-Hilbert, et 
menant a Taction effective dans la metrique d 'Einstein : 



~>het 



-I 



d 6 x 



1 



V^i?-(V</> 6 )< 



''MyF 1 A *F 3 



—e' 2 ^H A *H +-Tt (dMdM~ l ) 
12 8 



(3.51) 



S 



IIA 



d 6 x 



- (V0 6 ) 2 - ^e-^H A *H + I Tr (dMdM~ l ) 
12 8 



-e (pe M ij F i A *F j + L i:j B AF'A F j 



(3.52) 



Ces deux actions sont precisement equivalentes sous les identifications 



= e 



e -^MtH het = *H IIA , (g E , A\ M) het = (g E , A\ M) IIA . (3.53) 



L 'identification des metriques d'Einstein peut alternativement etre prise en compte en 
transformant Techelle des cordes a', de sorte que la dualite heterotique-type II peut 
etre commodement resumee par les transformations 



9e 



1/06 , «' -»• OL'gl . 



(3.54) 



Cette dualite en particulier inverse le couplage g§ = e^ 6 , et echappe done a la theorie 
de perturbations. Dans ces conditions, Tinvariance de Taction effective a l'ordre des 
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arbres peut sembler une benediction exageree : elle reflete l'existence d'un theoreme de 
non-renormalisation de I 'action effective a deux derivees dans les theories a 16 super- 
symetries. On ne saurait done se contenter de l'examen de cette action pour conclure a 
la dualite exacte des theories heterotique et de type IIA a six dimensions. Notons finale- 
ment qu'apres compactification des deux theories sur un tore T 2 , l'identification (3.53) 
implique l'equivalence des deux theories de supersymetrie N = 4 & quatre dimensions 
resultantes sous l'echange S <-> T discute a la fin de la section precedente. 

Cette conjecture de dualite regoit une confirmation supplementaire par l'etude du 
spectre des etats BPS dans chaque theorie. II existe en effet dans la theorie de su- 
pergravite a six dimensions deux solitons de 1-brane : l'un, regulier dans la metrique 
heterotique et singulier dans la metrique de type IIA, charge sous le tenseur anti- 
symetrique de Neveu-Schwarz B^ v , peut etre interprets comme la corde fondamentale 
de type IIA, apparaissant comme un soliton de la corde heterotique ; son partenaire 
magetique est au contraire regulier dans la metrique de type IIA et singulier dans la 
metrique heterotique, et admet 24 deformations correspondant aux courants electriques 
sous les 24 champs de jauge U(l). II peut done etre interprets comme la corde hetero- 
tique fondamentale, apparaissant comme soliton dans la corde de type IIA [Sen95] 

Le spectre des etats ponctuels peut aussi etre mis en correspondance precise ^ 2A . Ces 
etats BPS correspondent aux excitations des oscillateurs droits (non supersymetriques) 
de la corde heterotique* 25 , les oscillateurs gauches etant dans leur etat fondamental. La 
condition de level matching pour Nl = impose done 



ou q l est le vecteur des 24 charges entieres sous les champs de jauge U(l), et L la 
metrique de signature (4,20). Cette equation ne determine que le nombre total d'exci- 
tations des oscillateurs bosoniques droits d- n . Pour chaque valeur de Nr, le nombre 
de possibilites d(Nn), et done la degenerescence de l'etat de charges q\ est donne par 
la fonction de partition 



* 24 Le materiel presente dans cette section apparait dans la seconde partie de Particle en appendice 
B, ou il permet l'identification des contributions non perturbatives aux couplages scalaires a quatre 
derivees dans la theorie de type II compactifiee sur K3 x T 2 . 

■I- 25 Les excitations BPS de la corde de type IIA se restreignent aux etats de masse nulle et n'apportent 
done pas de nouvelle confirmation de la dualite. 



N R - 



l = \{Pl-Pl) = \jLq, 



(3.55) 




(3.56) 
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La masse carree est quant a elle donnee, dans la metrique heterotique, par 

M\ et = \{Pl + F%) + N L + N R -l = P 2 L = \q\M + L)q . (3.57) 

En particulier, ces etats deviennent de masse nulle aux points ou Pf = soit Nr = 
et Pjj = 2, correspondant aux points de symetrie etendue de la corde heterotique. 

Dans la metrique de type IIA, la masse carree presente le comportement non per- 
turbatif en M. ~ 1/g caracteristique des D-branes : 

M\ lA = -e- 2 ^ UA q\M + L)q . (3.58) 

tandis que les charges q l correspondent maintenant aux charges sous les 24 champs 
de jauge du secteur de Ramond de la theorie de type IIA. Ces etats peuvent done 
etre identifies avec les D0,D2,D4-branes de la theorie de type IIA enroules autour 
d'un cycle supersymetrique 7 de la variete K 3 . Les charges q l correspondent alors aux 
nombres d'enroulement de la D-brane autour de chacun des 24 cycles 7* de K 3 , soit 
aux coefficients du developpement 7 = Yl Q l li du cycle 7 sur le reseau d'homologie 
de K 3 . La norme entiere q t Lq correspond alors au nombre d'auto-intersection 7#7 du 
cycle (egale a sa caracteristique d'Euler dans le cas d'un 2-cycle),et q t (M — L)q a son 
aire carree. Pour etre correcte, la dualite heterotique-type IIA prevoit done le nombre 
de cycles super symetriques N s (q) homologiquement equivalents a Yltfli '■ 

N s {q) = d(^+ l -q t Lq^ . (3.59) 

Bershadsky et al. ont teste cette prediction en etudiant la theorie topologiquement 
twistee sur le volume d'univers des D-branes [BVS96] ; Zaslow et Yau en ont donne une 
reformulation dans le cadre de la geometrie algebrique et ont pu en verifier l'exactitude 
pour \q l Lq < 6[YZ96, Bea97]. Cette prediction est realisee naturellement dans les 
corrections non perturbatives etudiees dans l'appendice F de ce memoire. 

Les points de symetrie etendue de la corde heterotique correspondent aux points de 
l'espace des modules de K 3 ou la variete devient singuliere, soit lorsqu'un ou plusieurs 
cycles deviennent d'aire nulle. Les D-branes enroulees autour de ces cycles evanescents 
generent les particules de masse nulle d'une symetrie de jauge non abelienne determinee 
par la matrice d'intersection des cycles. Les singularites des surfaces K 3 ont ete classees 
dans la litterature mathematique et se restreignent precisement aux singularites de 
type ADE, en accord avec les symetries de jauge observables du cote heterotique. 

Cette precise correspondance des spectres BPS des deux theories constitue l'ar- 
gument le plus fort en faveur de la dualite des theories heterotique et de type IIA 
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compactifiees sur T et sur K3 respectivement. Le lecteur sceptique pourrait cepen- 
dant avec raison argumenter que toutes ces indications ne concernent que le secteur 
BPS «visible» de la theorie, et ne presument rien du secteur «cache» de l'iceberg, sur 
lequel se brisent toutes les approches. Les contraintes de coherence de la theorie des 
cordes suggerent neanmoins que l'identite des secteurs BPS puisse suffire a entrainer 
l'identite complete. On notera egalement que la theorie heterotique perturbative appa- 
rait beaucoup plus complete que la theorie de type IIA, qui necessite l'introduction des 
D-branes non perturbatives pour decrire le spectre BPS. 

3.4.2 Dualites et unicite 

Premiere a etre decouverte, la dualite N=4 heterotique-type II s'inscrit maintenant 
dans un echeveau complet de dualites qui a regu de nombreuses confirmations. Ce 
memoire n'a pas vocation a en donner une revue exhaustive, aussi nous bornerons nous 
a en decrire la structure generale sans entrer dans tous les details. 

Des cinq theories des cordes perturbatives, la T-dualite apres compactification sur 
un cercle ne laisse que trois theories apparamment distinctes : la theorie 5*0(32) de 
type I, la theorie heterotique (de groupe de jauge 5*0(32) ou E 8 x E 8 ) et la theorie 
de type II (A ou B). Ces theories sont identifiees par les dualites non perturbatives 
suivantes : 

- La dualite heterotique - type I identifie les deux theories des cordes de super- 
symetrie N — 1 et groupe de jauge 50(32) a dix dimensions. Les deux actions 
effectives de basse energie sont identiques sous V inversion du couplage g = et 
changement d'echelle 

g-*l/g, a'->a'g (3.60) 

et Identification du tenseur B^ v de la corde heterotique avec le tenseur B^ v du 
secteur de Ramond des cordes fermees de la corde de type I. La corde hetero- 
tique, chargee sous B^, peut etre identifiee avec la Dl-brane de la theorie de type 
I, chargee sous <6 M „ [HS95]. Les champs de la surface d'univers de la Dl-brane, 
correspondant aux modes de masse nulle des cordes ouvertes dont la ou les ex- 
tremites sont attachees a la D-brane, correspondent precisement aux coordonnees 
de plongement et aux champs construisant l'algebre de courant 50(32) sur la sur- 
face d'univers de la corde heterotique. La 5-brane heterotique peut egalement etre 
identifiee a la D5-brane de la theorie de type I. Apres compactification sur un 
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tore, les points de symetrie etendue de la theorie heterotique sont associes a des 
points de fort couplage local * 26 de la theorie de type I [PW96]. 

L' auto-dualite de la theorie de type IIB identifie cette derniere sous les transfor- 
mations modulaires SI(2,7i)b du scalaire complexe r = Ci + ie~^. Cette symetrie 
associe a la corde fondamentale de charges electriques (1,0) sous les deux tenseurs 
de jauge (B^ U ,B^ U ) un multiplet de cordes de charges (p,q), identiques en tout 
point a la corde fondamentale, et de tension l/ a (p 9 ) = \p + Qt\/cx' [Sch95]. La 
D3-brane est invariante sous cette dualite, mais celle-ci agit par dualite electrique- 
magnetique dans la theorie de jauge N = 4 decrivant le volume d'univers de la 
D3-brane [Tse96]. Les solitons de charge (p, q) de cette theorie de jauge sont inter- 
prets comme les extremites des cordes de type (p, q) s'attachant a la D3-brane. 
La NS5-brane et la D5-brane forment quant a eux deux membres d'un multi- 
plet de 5-branes de charges magnetiques (p,q). Apres compactification toroi'dale 
sur T d , la symetrie non perturbative 57(2, Z)b se combine avec la symetrie de T- 
dualite SO(d, d, Tj)t pour former la symetrie de U- dualite E d+1 (Z) [HT95]. Cette 
symetrie existe aussi bien dans la theorie de type II A compactifiee sur T d , que 
l'on obtient par une T-dualite de determinant -1 arbitraire. Elle laisse invariante 
l'echelle de Planck 

ir = • (3-6i) 

La dualite heterotique-type II relie les cordes heterotiques et type IIA compacti- 
fiees sur T 4 et K 3 respectivement. La symetrie 5*0(4, 20), Z) du reseau de Narain 
heterotique apparait comme la symetrie miroir associee a la variete K 3 . Les 
points de symetrie etendue de la theorie heterotique correspondent dans la theorie 
de type IIA aux points ou la variete K 3 devient singuliere. Les etats ponctuels 
non perturbatifs correspondant aux D0,2,4-branes enroulees autour du ou des cy- 
cles evanescents de K 3 deviennent alors de masse nulle et engendrent la symetrie 
de jauge. La dualite heterotique-type II induit une dualite de ces memes theories 
compactifiees sur T 4 x T 2 et K 3 x T 2 a quatre dimensions. L'espace K 3 x T 2 
du cote de type II peut etre fibre non trivialement en un espace de Calabi-Yau 
de dimension 6 de maniere a obtenir une compactification N = 2 a quatre di- 
mensions. La dualite heterotique-type II continue a valoir a condition de fibrer 
l'espace heterotique T 4 x T 2 en une variete T 2 x K 3 . 



^ 26 Le champ de fond du dilaton de type I n'est en effet pas uniforme sur le cercle. 
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- La compactification de la theorie de type IIB sur une variete K3 conduit en 
revanche a une theorie chirale a seize charges supersymetriques, ou la dual- 
ite SI(2,Z)b se combine avec la symetrie miroir SO (A, 20, Z) en un groupe de 
U-dualite SO(5, 21, Z). La corde fondamentale est alors membre d'un multiplet 
contenant les Dl,3,5-branes enroulees sur les 0,2,4-cycles de K 3 , ainsi que leurs 
partenaires sous la symetrie 57(2, Z)b- Les points singuliers de K 3 correspondent 
a l'apparition de cordes de tension nulle et done de tours d'etats solitoniques non 
massifs. 

Ces relations de dualite determinent la dynamique a fort couplage des theories de type 
IIB, type I et heterotique .SO (32). La dynamique a fort couplage des theories de type 
IIA et heterotique E 8 x E$ peut a priori etre obtenue apres compactification sur un 
cercle de rayon R fixe, T-dualite (e* R) -> ie? ,H) = (e*/R,l/R), puis S-dualite 
(e*/R,l/R) -> {e*",R") = (Re^, VRe^/ 2 ) vers la theorie de type IIB ou I respec- 
tivement. Si cette derniere theorie est faiblement couplee (e^" ~ e^^ — > 0), elle ne se 
reduit pour autant pas a la theorie perturbative correspondante, en raison du retrecisse- 
ment simultane du cercle de rayon R" ~ e^l 2 -> 0. En particulier, les Dl-branes des 
theories de type I ou IIB enroulees autour du cercle de rayon R" donnent lieu a des 
etats de masse e~^" R" ~ e^^ 2 comparable a la masse des excitations de Kaluza-Klein 
de masse l/R" ~ e^ /2 . 

Le regime de fort couplage des theories de type IIA et heterotique E s x E s peut en 
revanche etre determine dans la limite de basse energie. En effet, la theorie des cordes 
de type IIA est decrite aux energies inferieures a l'echelle des cordes par la reduction de 
la supergravite a onze dimensions sur un cercle de rayon i?n = lue 2 ^ 3 . Cette relation, 
observee sur Taction effective a l'ordre des arbres de la theorie de type IIA, persiste 
pour toute valeur du couplage, en raison de la non-renormalisation de Paction a deux 
derivees des theories a 32 supersymetries. Elle s'etend egalement aux energies de l'ordre 
de 1/Ru, grace a l'identification des etats lies de DO-branes de la theorie de type 
IIA avec les etats de Kaluza-Klein de moment N/R n correspondant a la reduction du 
supergraviton a onze dimensions : ' :27 [Tow95, Wit95b]. A fort couplage, les DO-branes 
deviennent de masse nulle et la theorie de type IIA developpe une onzieme dimension 
non compacte. La dimension critique D = 10 de la theorie des supercordes de type 
IIA apparait done comme un artefact de la theorie de perturbations. Ce point de vue 

^ 27 La validite de cette identification repose sur l'existence d'un unique etat lie marginal de N DO- 
branes, soit un unique vide supersymetrique dans une theorie de jauge U(N) a seize supercharges. 
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supprime egalement la distinction entre etats fondamentaux et etats solitoniques : la 
corde fondamentale et la D2-brane ne sont que les reductions diagonale et verticale 
d'une membrane de la theorie a onze dimensions, tandis que les D4-branes et 5-brane 
de Neveu-Schwarz correspondent aux descendants d'une unique 5-brane a onze dimen- 
sions. La D6-brane, chargee magnetiquement sous le champ de jauge de Kaluza-Klein 
A^, peut encore etre identifiee au monopole magnetique de Kaluza-Klein sous la reduc- 
tion dimensionnelle [Tow95]. Enfin, la compactification de la theorie a onze dimensions 
sur un segment S 1 /Z 2 peut etre identifiee avec la theorie des cordes heterotiques E$xE 8 . 
L'invariance de jauge apparait sous la forme de multiplets vectoriels a dix dimensions 
se propageant sur les 9-branes a chaque extremite du segment. Ces etats sont analogues 
aux etats twistes des constructions d'orbifold, bien qu'ils ne soient plus imposes par 
une condition d'invariance modulaire, mais par la compensation locale de l'anomalie 
de cette theorie chirale. Tout comme la onzieme dimension disparait dans la theorie de 
perturbation de type IIA, l'ecart entre les deux 9-branes s'annule en theorie des per- 
turbations heterotique, menant a une theorie des supercordes en dimension critique. 
La corde fondamentale heterotique peut alors etre interpretee comme la membrane de 
la theorie a onze dimensions suspendue entre les deux 9-branes. 

Les cinq theories de supercordes et la supergravite a onze dimensions apparaissent 
ainsi comme cinq differentes facettes d'une theorie non perturbative des supercordes, 
plus communement nommee M-theorie, dont la formulation ab initio reste encore Mys- 
terieuse. Les theories de cordes et leurs dualites definissent la M-theorie comme les 
cartes et fonctions de transitions definissent une variete differentielle, aux restrictions 
pres que la theorie n'est definie qu' asymptotiquement sur chaque carte, tandis que 
la compatibility des fonctions de transitions n'est acquise que dans le secteur BPS. 
Membranes et 5-branes semblent en tenir les roles principaux, mais les tentatives de 
quantification se heurtent aux non-linearites de leur propagation libre. L'inclusion non 
perturbative de leurs interactions semble du reste encore plus inaccessible. Plusieurs 
tentatives de definition totalement orthogonales a cette approche ont ete proposees, les 
unes basees sur des modeles de matrice supersymetriques, d'autres sur une theorie de 
Chern-Simons a onze dimensions [Hor97]. La formulation de Banks, Fischler, Shenker 
et Susskind semble pour le moment la plus prometteuse, et fera l'objet du dernier 
chapitre de ce memoire. En l'attente d'une formulation non perturbative ab initio de la 
M-theorie, une approche moins ambitieuse et plus pragmatique consiste a etudier dans 
quelle mesure les methodes semi-classiques de la theorie des champs peuvent s'etendre 
a la theorie des cordes. Cette etude constitue le coeur de ce travail de these, et fait 
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l'objet du chapitre que nous abordons maintenant. 
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Chapitre 4 



Approche semi-classique a la 

M-theorie 



Les methodes semi-classiques figurent parmi les rares outils d'investigation des 
theories de champs non integrables au niveau non perturbatif. Elles sont particuliere- 
ment adaptees aux situations ou les corrections perturbatives sont nulles ou en nombre 
fini : les contributions des points-selle de Taction microscopique, ou instantons, four- 
nissent les premieres corrections non perturbatives a ces amplitudes. Par chance, de 
nombreuses quantites physiques des theories de supercordes sont protegees des correc- 
tions perturbatives par des theoremes de non renormalisation. Par malchance, Paction 
microscopique de la theorie non perturbative des supercordes n'est pas connue, et les 
regies de somme sur les points-selle, sinon les points-selle eux-memes, sont indeter- 
mines. Les theories de supergravite, decrivant les theories de cordes a basse energie, 
fournissent une premiere determination du spectre des instantons. Les dualites des 
theories de cordes sont quant a elles assez strictes pour autoriser la determination ex- 
acte de certaines amplitudes physiques. Le developpement de ces amplitudes a faible 
couplage met en evidence une somme d'effets non perturbatifs que l'on peut chercher 
a interpreter comme la contribution des points-selle de la M-theorie. On peut ainsi par 
recoupement determiner les regies du calcul semi-classique dans une theorie dont on 
ne connait pas la formulation microscopique, et esperer les appliquer dans les situa- 
tions ou les contraintes de dualite et de supersymetrie sont insuffisantes. Cette ligne 
directrice m'a ainsi conduit a etudier les effets non-perturbatifs dans les couplages grav- 
itationnels en R 4 des theories de type II a supersymetrie maximale (annexes C,D et 
E) ; les couplages scalaires a quatre derivees dans les theories de type II a 16 charges 
supersymetriques (annexe F) ; et les couplages gravitationnels en R 2 dans ces memes 
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theories (annexe B). Ces amplitudes physiques presentent le denominateur commun 
de ne recevoir de contributions que de configurations solitoniques preservant la moitie 
des super symetries. Cette propriete de saturation BPS va de pair avec la propriete de 
non renormalisation et simplifie considerablement l'identification des instantons con- 
tribuant a l'amplitude. Dans ce chapitre, nous introduirons et discuterons les resultats 
obtenus dans ces travaux, renvoyant aux articles eux-memes pour la derivation. 

4.1 Calcul semi-classique en M-theorie 

4.1.1 Instantons de surface d'univers et instantons d'espace- 
temps 

La notion d'approximation semi-classique renvoie en general a la limite h — > et 
aux affres lies au retablissement d'un symbole si etroitement identifie a 1 et ses multi- 
ples. Dans le cas des theories de jauge, la normalisation standard de Taction identifie 
la constante de couplage a h~, et la limite semi-classique est aussi une limite de faible 
couplage. Dans le cas des theories de cordes, il faut distinguer Taction de la corde, dite 
de premiere quantification, de Taction du champ de corde, correspondant a la seconde 
quantification, h joue le meme role que a' dans le premier cas, et le developpement 
semi-classique correspond a un developpement de basse energie. II prend en compte 
les configurations d'instantons du modele sigma bidimensionnel, dits instantons de 
feuille d'univers (worldsheet instantons), dans lesquels la surface d'univers s'enroule 
autour d'un cycle non trivial de Tespace-cible. Ces instantons generent des effets d'or- 
dre e~ A l a> , ou A est Taire du cycle, et peuvent apparaitre a tout ordre de la theorie 
de perturbation en g = e*. Le second cas est malheureusement moins explicite, Tac- 
tion du champ de corde n'etant pas connue. La constante de Planck doit cependant y 
apparaitre comme diviseur commun, et le developpement semi-classique est alors un 
developpement autour des solutions classiques de Tequation du mouvement des champs 
de cordes. Ces equations du mouvement se decomposent en autant d'equations que de 
modes propres de la corde, et les configurations d'instanton decrivent la configuration 
de tous ces modes. L'effet des modes massifs peut cependant etre integre de maniere a 
ne laisser que la dynamique effective des champs de masse nulle, decrite par une action 
ou (a Tordre des arbres) le dilaton apparait comme facteur global. L'approximation 
semi-classique correspond done a toutes fins utiles a une approximation de faible cou- 
plage. Les instantons correspondants, dits instantons d'espace-temps, contribuent aux 
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amplitudes par un facteur e s ou S represente Paction de l'instanton. 
4.1.2 Serie de perturbation et effets non-perturbatifs 

Les instantons correspondent aux transitions entre plusieurs vides perturbatifs d'une 
theorie quantique. lis sont particulierement familiers dans les theories de Yang-Mills, ou 
ils correspondent aux connexions de jauge a courbure auto-duales F = *F de la theorie 
euclidienne. Ces configurations minimisent Taction euclidienne dans le secteur de sec- 
onde classe de Chern ^ / trFAF = n, et induisent des effets non perturbatifs d'ordre 
e -8n 2 n/ g 2 _ j-j eg i ns tantons analogues apparaissent egalement en presence de gravitation 
sous la forme d'espaces asymptotiquement localement euclidiens (ALE spaces), de cour- 
bure de Riemann auto-duale (cf. [EGH80] pour une revue detaillee). Ils generent des 
effets du meme ordre e~ 17/5,2 , ou le couplage 1/g 2 correspond cette fois au couplage 
gravitationnel et multiplie Taction de Einstein-Hilbert. Ces effets sont comparables a 
T incertitude de la serie perturbative asymptotique aux grands ordres de perturbation. 
Les diagrammes de Feynman a / boucles donnent en effet une contribution d'ordre 
C~ l l\g 21 a Tamplitude totale, generant des poles dans le plan de Borel. Le choix de la 
prescription de contournement des poles introduit alors apres transformation de Borel 
inverse des incertitudes d'ordre e~ c ^ 2 

Les theories de cordes unifient en particulier les interactions de jauge et la gravita- 
tion avec le meme couplage g — e^, et doivent done inclure de tels effets non pertur- 
batifs. Comme Ta remarque Shenker, le volume de Tespace des modules des surfaces 
de Riemann de genre /, analogue aux facteurs combinatoires des diagrammes de Feyn- 
man de la theorie des champs, induit un comportement C'~ 2l (2l)\g 21 beaucoup plus 
explosif de la serie de perturbation aux grands ordres, conduisant a une incertitude 
d'ordre e~ c ' I 9 [She90]. Bien qu'observes explicitement dans les modeles de matrice des 
theories de cordes, ces effets instantoniques beaucoup plus importants a faible couplage 
sont restes mysterieux jusqu'a la decouverte des D-branes * 2 , dont la masse se com- 
porte precisement comme 1/g. Apres rotation de Wick, ces solitons donnent ainsi lieu 
a des instantons dont Taction euclidienne croit comme 1/g. La contribution en e^ 1 ^ 9 
peut egalement s'expliquer heuristiquement comme Texponentiation de diagrammes 

■f 1 Je remercie V. Rivasseau pour ses explications eclairantes sur le sujet. 

■^'explication de ces effets ne necessite en realite que le couplage anormal des champs de jauge de 
Ramond au dilaton, conduisant aux solitons de supergravite de masse 1/g, et non la formulation de 
ces D-branes en termes de theories conformes bidimensionnelles a bord. 
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de disque d'ordre g x = 1/g correspondant aux surfaces d'univers des cordes ouvertes 
attachees a la membrane''' 3 [Pol94b]. 

4.1.3 M-theorie et approximation semi-classique 

La M-theorie est en l'etat actuel definie par les theories de supercordes qui en 
donnent differentes approximations perturbatives. Elle presente done autant d'approx- 
imations semi-classiques que de limites perturbatives, et le choix de telle ou telle de- 
scription depend du regime des parametres considere. En particulier, les configurations 
d'instantons different d'une limite a l'autre. Elles peuvent etre obtenues par l'etude 
des solutions classiques des theories de supergravite euclidiennes decrivant les modes 
de masse nulle de la M-theorie dans la limite consideree, bien qu'on ne puisse exclure 
l'existence de solutions mettant en jeu les modes massifs. Nous avons deja discute les 
solutions des theories de supergravite minkovskiennes du spectre 1/2-BPS des theories 
de cordes. Apres rotation de Wick, ces solitons fournissent des configurations instan- 
toniques de p-brane preservant la moitie des supersymetries. Ces configurations in- 
finiment etendues possedent cependant une action euclidienne infinie, et ne decrivent 
done pas des instantons a dix dimensions * 4 . Seule la supergravite de type IIB presente 
des configurations instantoniques localisees d'action euclidienne finie, correspondant 
a une excitation de la metrique et du scalaire de Ramond Ob. Cette configuration est 
decrite par la D(-l )-brane, ou D-instanton, de la theorie de type IIB [Gre91]. Son action 
euclidienne 

S D (-i) = e' 4, + id (4.1) 

peut etre vue comme un cas degenere de Paction de Born-Infeld (3.38). 

Apres compactification en revanche, il devient possible de stabiliser les configura- 
tions euclidiennes de p-branes en les enroulant sur certains cycles non triviaux de la 
variete de compactification. On obtient ainsi des instantons d'action euclidienne finie 
en dimension inferieure. La preservation d'une partie des supersymetries impose les 
memes conditions geometriques sur le cycle que dans le cas des solitons BPS (section 
2.4.4). Les D-branes donnent ainsi lieu a des configurations d'action euclidienne donnee 

* 3 Ces diagrammes restes connexes en raison du flux de moment d'un disque a l'autre a travers la 
D-brane. 

t 4 On pourrait imaginer de replier le volume d'univers de ces solutions en un volume fini, mais 
Taction ne serait alors plus extremale sous les contractions de ce volume. 
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par Paction de Born-Infeld 




d p+1 x e- 



g+B+F+ iTZe^ +F , 



(4.2) 



faisant intervenir la courbure du champ de jauge du volume d'univers de la D-brane, 
tandis que Taction associee a la 5-brane de Neveu-Schwarz enroulee sur un 6-cycle 
s'ecrit 



ou Bq est le tenseur de jauge dual au tenseur de Neveu-Schwarz a dix dimensions 
sous la dualite de Poincare. La theorie de type I recevra ainsi des contributions en 
e -1 / 9 des Dl- et D5-branes, tandis que les theories de type IIA et IIB recevront des 
contributions des D-branes de dimension paire et impaire respectivement ; toutes les 
theories de supercordes pourront en outre recevoir des contributions de NS5-brane 
d'ordre e -1 ^ 2 . En particulier, les cordes heterotiques SO (32) et E$ x E$ ne presentant 
pas de D-brane dans leur spectre solitonique, seules des corrections en e~ l / g2 seraient 
attendues La corde heterotique apparait ici encore comme la description perturbative 
«la moins incomplete» de la M-theorie, si toutefois cette conjecture s'avere correcte. 
Encore ces instantons n'epuisent-ils que le spectre des configurations preservant la 
moitie des supersymetries, auxquelles il faut encore ajouter les configurations de p- 
branes intersectantes, et nombre d'objets non decrits par l'ansatz (2.28a). 

4.1.4 Instantons et saturation BPS 

Les contraintes de supersymetrie permettent heureusement de controler cette pro- 
liferation. Chaque classe de configuration instantonique admet en effet des deformations 
continues parametrees par des coordonnees collectives, sur lesquelles les fonctions de 
correlation doivent etre integrees [GJS76] : 



Si denote Taction de Tinstanton, Q la forme quadratique decrivant les fluctuations 
gaussiennes autour de Tinstanton orthogonales aux modes zeros ; les representent 

^L' argument de Shenker de la section 4.1.2 s'applique cependant tout autant a la corde heterotique, 
et de fait la dualite heterotique-type I transforme les instantons de surface d'univers de type I en des 




(4.3) 




(4.4) 



effets en e de la corde heterotique, dont l'interpretation reste mysterieuse. II serait tres interessant 
de disposer d'un exemple explicite de tels effets. 
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les operateurs de vertex intervenant dans la fonction de correlation, et dependent de 
l'amplitude physique consideree. Une coordonnee collective est en particulier associee 
a chaque symetrie brisee par la configuration solitonique* 6 , bien que d'autres degres de 
liberte puissent etre presents. En particulier, chaque charge supersymetrique brisee par 
l'instanton engendre une coordonnee collective grassmannienne, ou mode zero fermion- 
ique. reintegration conduit done a un resultat nul, a moins que les vertex V<j, evaluees 
autour de la configuration solitonique ne saturent tous les modes zeros fermioniques. 
Grace a la supersymetrie, on peut toujours se ramener au cas ou tous les operateurs de 
vertex sont fermioniques * 7 . Ces operateurs sont nuls dans la configuration bosonique 
de reference, mais dependent lineairement au premier ordre en les coordonnees fermion- 
iques grassmanniennes. Le nombre d'insertions doit done au moins egaler le nombre 
de charges supersymetriques brisees par l'instanton. 

Cette regie de selection est a la base de theoremes de non renormalisation tres 
importants * 8 . En effet, les instantons brisent au minimum la moitie des N charges 
supersymetriques. Les interactions correspondant a rif < N/2 vertex fermioniques ne 
regoivent done pas de contributions instantoniques, tandis que celles correspondant a 
rif = N/2 ne regoivent de contributions que des instantons BPS preservant la moitie 
des super symetries, ou 1/2-BPS satures. Plus generalement, les interactions correspon- 
dant krif < N peuvent etre corriges par des effets d'instantons BPS preservant N — rif 
supercharges. Cette supersymetrie residuelle suffit a garantir la compensation entre les 
modes bosoniques et fermioniques autour de l'instanton, soit detQ' = 1. Les ampli- 
tudes verifiant rif < N, ainsi que les termes de Taction effective auxquels elles cor- 
respondent, sont dits BPS saturees. Cette propriete permet egalement de determiner 
le nombre d'instantons contribuant. La stabilite neutre des configurations BPS per- 
met en effet de mettre en presence un nombre arbitraire d'instantons BPS, dont les 
positions relatives sont decrites par des coordonnees collectives supplementaires, ainsi 
que leurs partenaires supersymetriques grassmanniennes. Les modes zeros d'une telle 
configuration ne sont alors plus satures, et la contribution a l'amplitude s'annule. Cet 
argument peut etre mis en defaut aux points singuliers de l'espace des modules des 
instantons ou la dimension de l'espace tangent change, et on ne peut done exclure les 

* 6 Dans le cas des theories de Yang-Mills, les instantons brisent l'invariance par translation et par 
dilatation ; ils presentent par consequent des coordonnees collectives de position globale et de taille. 

* 7 La supersymetrie S t ip = d^j^e convertit une derivee bosonique en un bilineaire fermionique. 
s'agit ici de theoremes de non renormalisation semi-classique. Ils ne presagent pas de l'existence 
de corrections non perturbatives d'autre nature, bien que de telles corrections n'aient pas ete observees. 
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contributions d'instantons BPS coincidant [Bac97] ; ceux-ci sont cependant en general 
indistinguables des instantons de charge multiple. 

Ainsi, dans le cas des theories de supersymetrie maximale soit a N = 32 super- 
charges, les premiers effets instantoniques peuvent se manifester dans les couplages 
1/2-BPS satures a 16 fermions, relies par supersymetrie aux couplages a 8 derivees. Le 
seul multiplet etant le multiplet gravitationnel, ces couplages correspondent aux inter- 
actions en R 4 , ou la contraction des indices de Lorentz n'est pas specifiee. Ces couplages 
font l'objet des publications en appendices C, D et E. Les couplages en R 6 sont quant 
a eux 1/4-BPS satures, et les couplages en R 8 regoivent a priori des contributions des 
instantons non supersymetriques. Dans le cas des theories a 16 supercharges, le role 
des couplages 1/2-BPS satures est joue par les interactions en F A et R 2 , cette derniere 
faisant l'objet de la publication en appendice F. Finalement, dans les theories a 8 su- 
percharges, Taction a deux derivees elle-meme est corrigee, et le potentiel scalaire dans 
les theories a 4 supercharges. Dans ces deux derniers cas, la structure holomorphe de la 
geometrie des multiplets vectoriels N = 2 et du superpotentiel N — 1 respectivement 
interdit les corrections en e~ 1 ^ 9 = e -V s -s/ 2 \ Cette restriction ne s'applique cependant 
pas a la geometrie des hypermultiplets et au potentiel de Kahler respectivement. Elle 
ne limite pas non plus les corrections de NS5-brane en e~ x l g2jr%a = e~ s dans aucun de 
ces termes. 

4.2 Instantons heterotiques de 5-brane 

Les premiers exemples explicites de corrections non-perturbatives en theorie des 
cordes ont ete obtenus dans l'etude de la metrique des multiplets vectoriels dans les 
compactifications N = 2 de la corde heterotique sur K 3 x T 2 ; ils sont bases sur la 
conjecture de dualite heterotique-type II A formulee par Kachru et Vafa dans le cadre 
des theories iV = 2 de type II [KV95], et en fournissent une verification cruciale (voir 
par exemple [Par97]). Un ingredient essentiel a la demonstration est la propriete de 
decouplage des multiplets vectoriels et des hypermultiplets. Le dilaton appartient a un 
hypermultiplet dans la theorie de type II, de sorte que la metrique des multiplets vec- 
toriels ne pent recevoir aucune correction perturbative ou non perturbative du cote de 
type IIA. Elle est done donnee exactement par la contribution a l'ordre des arbres * 9 . Ce 

^En pratique, les instantons de surface d'univers apparaissant dans la metrique a l'ordre des arbres 
sont calcules classiquement par symetrie miroir a partir de la theorie de type IIB. 
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theoreme de non renormalisation ne s'applique pas du cote heterotique, ou le dilaton 
appartient a un multiplet vectoriel. On peut appliquer la transformation de dualite et 
traduire la metrique exacte des multiplets vectoriels de type II dans les variables hetero- 
tiques. Les effets d' instantons de surface d'univers en e -1 /"' s'interpretent alors comme 
des instantons d'espace-temps en e~ 1 ^ 9 de la theorie heterotique. Les complications 
geometriques des compactifications de type II sur espace de Calabi-Yau et heterotiques 
sur une variete K 3 ont cependant empeche jusqu'a present une interpretation de ces 
corrections en termes de NS5-branes enroulees sur x T 2 . 

Les contributions des NS5-branes peuvent etre plus facilement analysees dans le cas 
de la compactification toro'idale de la corde heterotique. On obtient ainsi une theorie 
N = 4 a quatre dimensions, dont Taction effective a deux derivees ne regoit pas de 
corrections quantiques perturbatives ou non perturbatives. En revanche, les corrections 
gravitationnelles en R 2 correspondent a des couplages 1/2-BPS satures et peuvent 
recevoir des corrections de NS5-brane. Ces corrections ont ete determinees par Harvey 
et Moore en utilisant la dualite entre la corde heterotique compactifiee sur T 6 et la 
corde de type II compactifiee sur K 3 x T 2 [HM96]. Le couplage en R 2 est en effet le 
premier d'une suite d' amplitudes topologiques J r g R 2 F 2g ~ 2 de la theorie de type II, ou F 
represente ici la courbure d'un champ de jauge du multiplet gravitationnel [AGNT94]. 
Ces amplitudes peuvent etre evaluees dans le cadre de la theorie topologique reliee a la 
theorie conforme bidimensionnelle sur K 3 par un twist, et un comptage des modes zeros 
sur la surface d'univers montre qu'elles ne regoivent de contributions que de surfaces de 
Riemann de genre g. Ce theoreme de non renormalisation ne vaut bien entendu qu'au 
niveau perturbatif. II peut etre etendu au niveau non perturbatif en notant que dans le 
cas des theories N = 2, les amplitudes T g ne dependent que des multiplets vectoriels, 
et ne regoivent done pas de corrections meme non perturbatives. De fait, le calcul de 
l'amplitude T\R 2 a une boucle en type IIA donne 

T[ IA = - log (T 2 \r]{T)\ 4 ) , (4.5) 

ou T denote le module de Kahler du tore T 2 . Cette expression est en elle-meme in- 
variante sous le groupe de U-dualite S7(2, Z) T x 5*0(6, 22, Z), et ne requiert done pas 
de contributions perturbatives ou non perturbatives supplementaires. L'independance 
de T[ IA sur les modules de K 3 traduit le caractere topologique de cette amplitude. 
Exprimee en terme des variables heterotiques, elle devient 

^ ei = -log(5 2 |^)| 4 ) , (4.6) 
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oil S = a + iV/g 2 est le scalaire complexe decrivant le couplage de la theorie heterotique 
compactifiee sur un tore T 6 de volume V. Le developpement a faible couplage de cette 
amplitude 

J** = ^S 2 + J2 C(N)e ms - log S 2 (4.7) 

reproduit la contribution a l'ordre des arbres T^?L rt = § S2, mais montre l'existence 
d'une serie de contributions non perturbatives d'ordre e~ l ^ 2 ^ w . La comparaison du 
poids e mS de ces termes avec l'equation (4.3) permet d'identifier ces contributions avec 
celle de n NS5-branes euclidiennes dont les six directions sont enroulees autour du 
tore* 11 . L'independance de T\ et sur les modules du reseau r 6;2 2 traduit la neutrality de 
la 5-brane vis-a-vis du groupe de jauge heterotique. L'extension de ce raisonnement aux 
theories N = 4 de rang reduit fait l'objet de la publication en appendice F. II montre en 
particulier l'existence d'une symetrie N = 8 restauree dans la limite de fort couplage et 
grand volume de certaines theories heterotiques (figure ?? page ??). Nous reviendrons 
egalement plus loin sur une autre amplitude, cette fois exacte du cote heterotique, mais 
correspondant a des effets de D-brane du cote de type II. 



4.3 Instantons de type II et D-branes 

Dans la section precedente, nous avons decrit des effets non perturbatifs de la corde 
heterotique interpretes en termes de NS5-branes neutres enroulees autour du tore T 6 . 
La connaissance tres imparfaite de la description des NS5-branes ne nous a permis 
d'en donner une interpretation precise que dans le cas simple d'une compactification 
toro'idale sur T 6 . La dynamique des D-branes de type I et II est en revanche bien 
comprise dans le cadre de Taction de Born-Infeld, et la signature en e~ x l g de ces effets 
en permet une identification beaucoup plus sure. La variete de leurs dimensionnalites 
permet egalement d'etudier comment elles rentrent en jeu successivement au cours de 
la compactification sur des tores de dimension croissante. Avant de montrer ce point, 
nous commencerons cependant par discuter brievement le premier exemple explicite de 

tio L 

'equation (4.7) montre egalement un terme — log 6*2 traduisant l'existence d'une divergence log- 
arithmique a fort couplage. Ce phenomene, que Ton retrouvera dans la suite, n'a pas encore regu 
d'interpretation satisfaisante. 

* n ou alternativement, d'une seule NS5-brane enroulee n fois autour du tore. Le cas n < correspond 
a une anti-brane, ou une brane d'orientation opposee a l'orientation de T 6 . 
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corrections de D-branes construit par Ooguri et Vafa dans le cadre des compactifications 
de type II sur espace de Calabi-Yau. 



4.4 D-instantons et geometrie des hypermultiplets 



La resolution par Strominger de la singularity de conifold a constitue l'un des pre- 
miers succes de l'application des idees de Seiberg et Witten en theorie des cordes [Str95]. 
Cette singularity apparait dans la metrique des multiplets vectoriels decrivant la struc- 
ture complexe de l'espace de Calabi-Yau K dans le cas de la compactification N = 2 
de la theorie de type IIB a quatre dimensions, lorsqu'un 3-cycle 7 de K degenere. Elle 
se traduit par une divergence logarithmique dans le prepotentiel a l'ordre des arbres 
lorsque la periode z = f f2 s'annule. La metrique des multiplets vectoriels de type II 
etant exacte a l'ordre des arbres, cette singularity ne peut etre eliminee par les correc- 
tions quantiques, et doit done avoir une origine physique : Strominger a montre qu'elle 
correspondait a l'integration d'un etat non perturbatif devenant de masse nulle lorsque 
z — > ; cet etat n'est autre que la D3-brane enroulee autour du cycle evanescent 7 
[Str95]. 

Par symetrie miroir, il existe done egalement une singularity logarithmique dans la 
metrique perturbative des hypermultiplets de la theorie de type IIA sur la variety miroir 
K. II n'existe cependant pas de D3-brane dans la theorie de type IIA pour expliquer 
cette singularity, et du reste la metrique des hypermultiplets n'est plus protegee des 
corrections quantiques. Ooguri et Vafa ont montre que les corrections instantoniques 
de D2-brane enroulees autour du cycle evanescent 7 pouvaient resoudre la singularity, 
et ont donne une expression explicite pour ces corrections dans le cas idealise ou la 
variete des hypermultiplets se restreignait a une variete hyperkahlerienne de dimension 
4 [OV96]. Ce cas correspond a la limite de double scaling z — > 0,g — > 0,z/g = cte. 
Les quatre scalaires de l'hypermultiplet correspondent alors a la periode z G C et deux 
variables periodiques reelles x, t decrivant la valeur moyenne du tenseur de Ramond C3 
sur 7 et sur son dual. La metrique est classiquement invariante par translation selon 
t et x, mais les instantons enroules sur 7 brisent l'invariance de translation selon x 
a un sous groupe discret Z. Une metrique hyperkahlerienne de dimension 4 avec une 
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isometrie admet la forme generate* 12 

ds 2 = - A l( iy 1 ) 2 + V(dy 1 ) 2 (4.8) 

ou le potentiel V(y) et le vecteur A verifient les conditions 

V^AV = 0, W = V A A (4.9) 

V et Ai peuvent done etre interpretes comme des potentiels electrostatique et mag- 
netostatique respectivement, crees par la meme distribution de charges, axisymetrique 
puisque la phase de z ne doit pas intervenir. Les effets instantoniques etant elimines 
pour \z\ — > oo, V verifie la condition aux limites 

V ^ -^-\og\z\ 2 (4.10) 

47T 

Ces conditions determinent alors V a toute distance par 

v = i- E ( , 1 =-Al + cte ( 4 - n ) 

correspondant a une distribution de charges ponctuelles regulierement espacees le long 
de l'axe Ox. Les poles simples en (z = 0,x = n) ne correspondent a aucune singularite 
de la metrique * 13 , et la singularite de conifold disparait done sous les corrections 
d'instantons. Le comportement a faible couplage peut etre exhibe par resommation de 
Poisson sur l'entier n : 

|2 



V 



= log + y L Kq (27re-^|mz|) e 2mmx (4.12) 



ou \i est une constante arbitraire, et redonne la contribution logarithmique perturba- 
tive, ainsi qu'une somme d' effets non perturbatifs exprimes en terme de la fonction de 
Bessel K ; les fonctions de Bessel K v se comportent a grand argument comme ^ u 



*,M = ,/fe- (l + E A ^±A±I> ) . ,4.13) 



* 12 Cet ansatz apparait egalement dans l'etude des instantons gravitationnels, et definit les espaces 
d'Eguchi-Hanson, V = £ fe l/4n\\x - x k \\ et de Taub-NUT, V = 1 + £ fe l/4n\\x - x k \\ (voir [EGH80]). 
La solution de Ooguri et Vafa resurgira dans le chapitre 5. 

* 13 Ce ne serait plus le cas si les charges ponctuelles avaient une valeur double, tout comme la metrique 
en coordonnees polaires ds 2 = dr 2 + ar 2 d8 2 presente une singularite conique lorsque a ^ 1. 

* 14 On trouvera dans l'appendice de la publication en annexe C un rappel des proprietes des fonctions 
K v (z), ainsi qu'une methode commode pour effectuer ce type de resommation de Poisson; la serie 
dans l'equation (4.13) se termine a k = v — \ lorsque v est demi-entier. 
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L'action euclidienne associee a ces effets s'ecrit done e~ 7rm \~ lx ) , soit precisement Tac- 
tion euclidienne associee a une D3-brane enroulee m fois autour du 3-cycle de volume 
\z\ et de flux de Ramond x. Les corrections 0(1/ z) a 1' approximation (4.13) traduisent 
l'existence de corrections perturbatives autour de la configuration d'instanton. L'ab- 
sence de corrections perturbatives au terme logarithmique dans le vide trivial suppose 
en revanche un theoreme de non renormalisation perturbative au-dela d'une boucle de 
la metrique des hypermultiplets. 

Ce resultat constitue a ma connaissance le premier exemple de calcul explicite 
de corrections de D-branes a une amplitude physique. II presente bon nombre de 
phenomenes que nous retrouverons a l'oeuvre dans la suite de ce memoire. II ne s'ap- 
plique cependant qu'a une situation «idealisee», et fait une utilisation cruciale des con- 
traintes geometriques des varietes hyperkahleriennes de dimension 4, lesquelles n'ont 
pas d'equivalent en dimension superieure. Dans les sections suivantes, nous consid- 
ererons des amplitudes physiques pour lesquelles les contraintes de dualite permettent 
de donner des resultats exacts, et etudierons leur interpretation en termes de somme 
d'instantons. 



4.5 D-instantons et compactification toroi'dale 

L'etude des compactifications toroidales de la M-theorie permet de s'affranchir des 
complications algebriques liees a la determination des cycles supersymetriques des es- 
paces de Calabi-Yau pour se concentrer sur les contributions propres des D-branes. 
Le groupe de U-dualite apparaissant dans ces theories a supersymetrie maximale est 
en outre assez contraignant pour permettre une determination exacte de certains cou- 
plages, dont on peut alors analyser les contributions non perturbatives. Nous nous 
interesserons en particulier aux couplages en R A , qui sont 1/2-BPS satures dans ces 
theories a 32 charges supersymetriques* 15 , et qui sont en outre invariants sous la U- 
dualite, cette derniere preservant la metrique dans le referentiel d'Einstein. La M- 
theorie compactifiee sur un cercle est decrite a faible rayon par la theorie des cordes de 
type IIA a dix dimensions. Cette derniere n'admet pas de configurations d'instantons 
1/2-BPS, et on s'attend done a ce que le couplage en R A soit donne par sa valeur 

* 15 Des couplages en R 4 ont egalement ete etudies dans les theories heterotiques et de type I, ou ils 
sont relies par supersymetrie a des termes d'anomalie et done non renormalises au-dela d'une boucle 
[BFK + 98, K097] ; des couplages relies par supersymetrie aux couplages en i? 4 ont ete consideres par 
[KP97b, GGK97]. 
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perturbative. Le groupe de U-dualite de la theorie de type IIA non compactifiee est 
cependant trivial, et il n'est pas clair a ce stade quels ordres de la theorie de pertur- 
bation contribueront a ce couplage. La theorie de type IIB a dix dimensions presente 
en revanche une symetrie non perturbative 57(2, Z)# qui nous permettra, a la suite de 
Green et Gutperle, de determiner les contributions perturbatives ainsi que la contri- 
bution des D(-l)-instantons ; nous pourrons alors en deduire le couplage de type IIA 
apres compactification a 9 dimensions sur un cercle suivie d'une T-dualite. La pour- 
suite de ce raisonnement pour des compactifications nous permettra de determiner les 
contributions des D-branes de toutes dimensions a ces couplages. 

4.5.1 Couplages R 4 dans la theorie de type IIB non compactifiee 

Le couplage R 4 a l'ordre des arbres et a une boucle dans Taction effective peut etre 
aisement determine en calculant l'amplitude de diffusion a quatre gravitons et en 
isolant la contribution dominante a basse energie, soit huit puissances des moments 
externes. On obtient ainsi, dans la metrique des cordes, 



ou /i — 1 (resp. 0) en type IIB (resp. IIA). Les tenseurs t& et eio designe les contractions 
particulieres des indices du tenseur de Riemann provenant des contractions des fermions 
de surface d'univers dans les structures de spin impaires et paires : 



En particulier, les diagrammes a l'ordre des arbres et a une boucle contribuent en type 
IIB au meme couplage dans la metrique d'Einstein 




x^g 2C(3)e- 2 *(t 8 t 8 + \e 1Q e 1() )R 4 + + R^odo)^ 

o o o 



(4.14) 





(4.17) 



ou 




(4.18) 



* 16 II est techniquement plus commode de calculer l'amplitude a quatre gravitons et un module dans 
la theorie compactifiee sur T 2 . 
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Le couplage complet fi , invariant sous les transformations modulaires du parametre 
r = CL + ie~^, ne saurait done se restreindre aux seules contributions perturbatives de 
la sphere et du tore. D'un autre cote, on ne peut utiliser les resultats usuels sur les 
fonctions modulaires, puisque n'est manifestement ni holomorphe, ni harmonique. 
II existe cependant une classe de fonctions reelles invariantes sous le groupe modulaire 
57(2, Z)#, correspondant aux series d'Eisenstein d'ordre s 




(4.19) 



dont le comportement a faible couplage, soit r 2 — > oo, peut s'obtenir par resommation 
de Poisson sur l'entier m : 

E,(t,t) =2<(2s)r| + 2 v ^T 2 1 - r(s ~ 1/2) C(2s - 1) 

+ E E l^r" 2 *-!/» (fc«M> e"~» (4.20) 

Green et Gutperle ont en particulier remarque que la serie d'Eisenstein E s=3 / 2 reprodui- 
sait precisement les deux termes perturbatifs de f± ; elle les complete en une fonction 
invariante sous la U-dualite par une somme infinie de termes non perturbatifs [GG97b]. 
En utilisant le comportement asymptotique de la fonction de Bessel (4.13), on obtient 

E 3/2 = 2C(3)e- 3 */ 2 + ^e^ 2 + 2vr £ £ J^^! e -2 W |mn|(e-*±i«) p + 

m^O n^O 

La comparaison avec Paction euclidienne (4.1) montre que chaque terme non perturbatif 
peut s'interpreter comme la contribution de iV = mn D-instantons de la theorie de 
type IIB a l'amplitude R 4 , ou alternativement d'un instanton de charge N = mn. Les 
corrections O(e^) correspondent a des corrections perturbatives dans le champ de fond 
de l'instanton. II est done naturel de conjecturer, a la suite de Green et Gutperle, que le 
couplage R 4 exact dans la theorie de type IIB est donne par la serie d'Eisenstein E 3 / 2 . 
Cette conjecture suppose en particulier que toutes les corrections perturbatives a plus 
d'une boucle s'annulent. Ce theoreme de non-renormalisation perturbative pourrait 
en principe etre demontre par un comptage soigneux des modes zeros fermioniques 
correspondant a l'amplitude a quatre gravitons sur une surface de genre arbitraire ; 
Berkovits a pu en donner une preuve basee sur les contraintes de supersymetrie apres 
compactification sur un tore [Ber97]. II est particulierement interessant de noter la 
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mesure de sommation sur ces instantons : 

m^0,n^0,mn=N n\N 

Cette mesure a pu etre determinee par Sethi et Stern dans le cas N = 2 dans le 
cadre du modele de matrice decrivant les D-instantons [SS97b], mais la demonstration 
de cette formule pour tout N reste un probleme ouvert [GG97a]. Avant d'etudier les 
consequences de cette conjecture pour les D-branes de dimension plus elevee, nous 
discutons dans la section suivante quelques proprietes des series de Eisenstein et leur 
pertinence pour les couplages de la theorie de type IIB. 

4.5.2 Fonctions modulaires reelles et series de Eisenstein 

En comparaison avec les formes modulaires holomorphes, les fonctions modulaires 
reelles, c'est-a-dire les fonctions definies sur le demi-plan de Poincare {r e C ; r 2 > 0} et 
invariantes sous les transformations modulaires de r, sont encore largement meconnues. 
Leur importance pour certains problemes de theorie des nombres a cependant aiguise 
l'interet des mathematiciens, et on trouvera une presentation abordable des principaux 
resultats a leur sujet dans l'ouvrage de A. Terras [Ter85]. Les series de Eisenstein con- 
stituent en realite les seules fonctions modulaires reelles connues explicitement. La serie 
(4.20) en fournit une definition pour Res > 1, qui peut etre prolongee analytiquement 
dans tout le plan complexe s prive de s = l* 17 , et la fonction E 1 peut etre regularisee 
en soustrayant le pole simple 

E^f) = lim (e s (t,t) - -^-) = -7rlogT 2 |77(r)| 4 (4.22) 

s->l \ S — 1 J 

ou Ton reconnait la contribution de l'orbite degeneree a la fonction de partition de T 2 . 
L'existence du pole en s = 1 peut egalement etre observee a partir de la relation de 
symetrie 

T(s)E s (r,f) T(l -s)E 1 _ s (t,T) 



7T S 7T 1 s 



(4.23) 



Les fonctions de Eisenstein sont des fonctions propres du Laplacien A = t| (<9^ + d 2 2 ) 
sur le demi-plan de Poincare : 

AE S = s(s - 1)E 3 (4.24) 



$ 17 ~Les poles de la fonction T(s — 1/2) en s — 1/2 e — N sont en effets compenses par les zeros de la 
fonction ((2s — 1), et le pole en s = 1/2 de la fonction C(2s) est compense par le pole de la fonction 
r(s — 1/2) dans le second terme. 
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a l'exception de la serie regularisee E\ : 

AEi = vr (4.25) 

qui souffre de Yanomalie holomorphique usuelle, correspondant a la divergence logarith- 
mique en r 2 — > 0. La relation (4.23) traduit la non degenerescence des valeurs propres 
du Laplacien. En sus des series d'Eisenstein, le Laplacien admet une infinite discrete 
de formes cuspoi'dales (cusp forms) v n (r,f), de valeurs propres s n (s n — 1) localisees 
sur l'axe Res n = 1/2 ; ces formes sont definies par l'annulation des coefficients a et b 
dans le developpement de Fourier generate des modes propres 

f(r, f) = ari + brf + V^Y, a n K s _ 1/2 (27r\n\r 2 )e 2 ^ (4.26) 

et decroissent done exponentiellement en r 2 — > oo. Aucune d'entre elles n'est mal- 
heureusement connue explicitement. Etant donne le spectre du Laplacien, on peut 
maintenant enoncer le theoreme de decomposition spectrale de Roelcke-Selberg : toute 
fonction modulaire f de carre integrable^ 18 se decompose sur les modes propres du 
Laplacien selon 

/(r,f) = J2(f>vn)v n (r,f) + (f,E s )E s (r,f)ds (4.27) 

Apres avoir rappele cet arriere-plan mathematique, nous pouvons maintenant dis- 
cuter la relevance des series de Eisenstein pour la determination des couplages exacts 
de la theorie de type IIB. Les deux termes d'ordre r| et r 2 ~ s dans le developpement 
(4.20) peuvent s'interpreter comme deux corrections perturbatives de cordes fermees 
s'ils sont separes d'une puissance paire dee^ : s = n + l/2 doit alors etre demi-entier 
■f 19 . L'entier \n\ correspond au nombre d'ordres de perturbations separant ces deux con- 
tributions. En particulier, dans le cas des couplages en R A que nous avons considere, 
l'ordre s = 3/2 de la serie etait impose par l'existence de corrections a l'ordre des arbres 
et a une boucle. Les puissances exactes du dilaton provenant de l'ordre de perturbation 
et de la transformation de Weyl g str = e^^ 2 gE doivent egalement etre reproduites : si 
on considere une interaction de dimension * 20 L recevant des contributions de genre n 

'f 18 pour la mesure invariante d 2 r/r|. Noter que les series d'Eisenstein E s ne sont jamais de carre 
integrable, et sont integrables pour s G]0, 1[. 

■^Les fonctions de Bessel K n contiennent alors une serie infinie de corrections perturbatives, par 
opposition aux fonctions K n+1 / 2 - 

^ 20 Dans la convention presente, L designe la dimension de longueur de l'operateur, soit L = 8 pour 
le terme d'Einstein-Hilbert a dix dimensions J d 10 XyJ—gR, ou L — 2 pour le couplage J d 10 Xy/—gR 4 . 
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et n' 



/, les deux conditions s'ecrivent 



e ^ e {2n-2)4> 




(4.28) 



dont la compatibility impose 



L + 4(n + ri) = 6 



(4.29) 



Cette condition est en particulier verifiee pour le cas des couplages en R 4 , mais aussi 



correspondant a deux termes perturbatifs a et g boucles respectivement. Cette con- 
jecture vient d'etre renforcee par Vafa et Berkovits, qui ont relie ce couplage a une 
amplitude topologique similaire aux amplitudes J r g R 2 F 2g ~ 2 des theories N = 2 [BV98]. 

Cette discussion ne fixe cependant que les contributions des series d'Eisenstein 
au couplage. Les formes cuspoidales ne sont pas visibles en serie de perturbation, et 
ne contributent qu'aux effets instantoniques. II serait particulierement interessant de 
mettre en evidence par un raisonnement de dualite de telles contributions, compte tenu 
de l'interet mathematique de ces formes. Dans le cas des couplages en R 4 de la theorie 
de type IIB, Green et Vanhove ont conjecture que la condition AE 3 / 2 = \E^/ 2 pourrait 
etre une consequence de la supersymetrie[GV97]. Grace aux techniques de superespace 
developpees par Berkovits, j'ai pu prouver dans la note en annexe E [Pio98] que cela 
etait bien le cas : ce theoreme suffit done a disqualifier les contributions de formes 
cuspoidales a f^ . Nous obtiendrons ce meme resultat par un argument tres different 
dans la section 4.6.3. 

4.5.3 Couplages R 4 et compactification de la M-theorie 

Connaissant l'expression exacte des couplages en R 4 dans la theorie de type IIB 
a dix dimensions, on en deduit immediatement le resultat apres compactification a 
neuf dimensions sur un cercle : la theorie de type IIB a neuf dimensions ne possede 
toujours que les D(-l)-branes comme configurations instantoniques 1/2-BPS, et leur 
contribution est simplement multipliee par la circonference du cercle, correspondant a 
l'integration sur la coordonnee collective de translation le long de ce cercle. L'amplitude 
de 4 gravitons a une boucle presente la contribution supplementaire des instantons de 
surface d'univers correspondant aux modes d'enroulement de la corde de type IIB 
(ou les etats de moment de la corde de type IIA), mais on peut verifier que cette 
contribution correspond a une structure tensorielle distincte (tsts — ^eg6g)R 4 . On obtient 



pour les couplages R 4 H 4g 4 , dont on peut done imaginer qu'ils soient donnes par £1/2+5, 
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ainsi un resultat invariant sous la U-dualite a dix dimensions 57(2, %)u, qui n'est autre 
que la dualite 57(2, Z) B de la theorie de type IIB. Apres traduction dans les variables 
de la theorie de type IIA grace a la T-dualite, on obtient le couplage 

f 9 A = 2((3)R A e- 2 * + |£ + + 4vre^ V V 1-1 ^ {2nR A e^\mn\) e 2 



2-nimnA 



(4.30) 



ou A denote la valeur moyenne du champ de Ramond A^ le long du cercle. Cette 
expression reproduit precisement les contributions a l'ordre des arbres et a une boucle, 
et exclue toute contribution perturbative d'ordre plus eleve. Elle inclut en outre une 
somme d'effets non perturbatifs 



it = + 2 - E E ^^e- 2 ^"'^^) (1 + 0(e+)) 



pouvant s'interpreter comme la contribution des instantons de DO-branes dont la 
ligne d'univers s'enroule autour du cercle : Taction euclidienne d'une telle configuration 
s'ecrit en effet 



'DO 



c^Ra + iA (4.31) 



La signification des entiers m et n a ce stade n'est pas claire, mais nous decouvrirons 
bientot que m correspond a la charge de la DO-brane (c'est-a-dire au nombre de DO- 
branes elementaires liees ensemble), tandis que n correspond au nombre d'enroulement 
de la ligne d'univers autour de la direction compacte. 

La limite de decompactification R A — » oo a dilaton constant supprime les con- 
tributions des etats d'enroulement et des instantons de DO-branes. Le couplage (t 8 t 8 + 
|eioeio)-R 4 de la theorie de type IIA a dix dimensions se reduit done exactement a la 
contribution a l'ordre des arbres ; s'y ajoute le couplage (t 8 t 8 — ^e w e w )R 4 ' correspondant 
a la decompactification de la contribution des etats de Kaluza-Klein a neuf dimensions. 
On obtient ainsi Taction effective en R 4 de la theorie de type IIA : 

Sr* = J d 10 xV=g 2C(3)e- 2 ^(t 8 t 8 + ^e 10 e 10 )R A + ^(t 8 t 8 - ^loeio)^ 4 (4.32) 

Contrairement a la theorie de type IIB, V action en R 4 de la theorie de type IIA ne 
regoit done pas de corrections radiatives au-dela d'une boucle. 

Si la theorie de type IIA decrit en effet la M-theorie compactifiee sur un cercle, la 
limite de decompactification Ru = e 2 ^ 3 /n — > oo doit reproduire un couplage invariant 
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sous le groupe de Poincare a onze dimensions. Le couplage (4.32) verifie bien cette 
condition, puisque sous cette limite, le terme a l'ordre des arbres est supprime, et seul 
subsiste le couplage 

= J d^x^^iUs - ^ eneil )it: 4 . (4.33) 

La supergravite a onze dimensions decrivant la M-theorie ne peut restituer cette pre- 
diction : le calcul de l'amplitude de diffusion de quatre gravitons a une boucle dans 
cette theorie non-renormalisable souffre d'une divergence cubique. La reproduction 
de ce resultat constituerait cependant un test crucial des propositions de definition 
microscopique de la M-theorie. 

La restauration de l'invariance de Poincare a onze dimensions dans la limite de fort 
couplage ne contraint pas seulement la limite — > oo, mais implique egalement l'in- 
variance des couplages de la theorie de type IIA compactifiee sur T d sous les symetries 
du tore etendu T d+1 ; ce groupe de symetrie Sl(d + 1, Z) avec le groupe de T-dualite 
SO(d,d,Z) genere en effet le groupe de U-dualite. L'invariance du couplage R A de la 
theorie de type IIA a neuf dimensions sous ces symetries peut etre rendue manifeste 
en l'exprimant en termes des modules gu de la M-theorie compactifiee sur T 2 : 

f9=Vn ( nI 9ijn J y V2 > Vn = ^/~tetg7j (4.34) 

(nl,n2)^(0,0) 

en parfaite analogie avec le couplage de type IIB (4.19). Comme l'ont remarque Green, 
Gutperle et Vanhove, cette expression et sa generalisation en dimension d > 2 peut 
etre reproduite, a la divergence cubique mentionnee ci-dessus pres, par un calcul de dif- 
fusion a une boucle de quatre gravitons de la supergravite a onze dimensions [GGV97]. 
Les nombres quantiques n 1 apparaissent alors comme les charges duales par resom- 
mation de Poisson aux moments de Kaluza-Klein nj du graviton «tournant» dans la 
boucle. Une telle connection n'est pas etonnante, les DO-branes etant identifiees aux 
modes de Kaluza-Klein du supergraviton a onze dimensions. Elle suppose neanmoins 
des proprietes de non-renormalisation des couplages R 4 de la M-theorie. On en deduit 
les contributions du supergraviton a 10 dimensions (ni = 0) et des DO-branes (nj ^ 0) 
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au couplage R 4 en toutes dimensions : 
fiuGRA =Vn ( nI 9un J y' i/2 



=2 C (3)V^-* + 2V'^-i- (4.35) 

n^O V »»J 



ou la deuxieme ligne s'obtient par resommation de Poisson sur l'entier n 11 — > m. Cette 
description unifie ainsi en un resultat Sl(d + 1, Z) -invariant l'amplitude a l'ordre des 
arbres, la contribution a l'ordre d'une boucle de Vorbite degeneree * 21 et la contribution 
de m DO-branes, d'action classique 

Sdo = e~ 4 'sqrtn i gi j n j + %n l Ai . (4.36) 

Elle justifie en outre Interpretation que nous avons donnee dans le cas d — 1 des 
entiers m et n l . 



4.5.4 Cordes de charges (p,q) et somme solitonique 

Nous avons vu que ce resultat reproduisait la totalite du couplage (tstg + \ee)R 4 en 
dimensions 9 et 10, en accord avec l'egalite de groupe de U-dualite Ed+i(7i) et de son 
sous-groupe Sl(d+ 1, Z) dans ces dimensions. En dimension 8, les DO-branes restent les 
seules configurations instantoniques de la theorie de type IIA compactifiee sur un tore 
T 2 , et on s'attend done a ce que ce resultat reste valide. De fait, le groupe de U-dualite 
en dimension 8 se separe en deux facteurs : 

- 5/(3, Z) correspond au groupe modulaire du tore T 3 du point de vue de la M- 
theorie. II contient en particulier le groupe de dualite non perturbative 57(2, Z) 
de la theorie de type IIB, et le sous-groupe 57(2, Z)^ de la T-dualite SO(2, 2, Z) 
correspondant aux transformations modulaires de la structure complexe U du 
tore de la theorie de type IIA (ou aux transformations de la structure de Kahler 
T du tore de type IIB). II agit sur l'espace des modules homogene 57(3, R)/50(3) 
comprenant en particulier le dilaton. 

* 21 L'orbite degeneree designe la contribution des cordes non excitees de nombres d'enroulement nuls 
a l'amplitude a une boucle, et correspond done, tout comme l'amplitude a l'ordre des arbres, a la 
contribution du supergraviton a dix dimensions. 
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- Sl(2, Z) correspond inversement aux transformations modulaires de la structure 
complexe U du tore de la theorie de type IIB et aux transformations de la 
structure de Kahler T du tore de type IIA. Du point de vue de la M-theorie, 
il correspond aux transformations modulaires du module complexe C123 + iVu 
parametrant S7(2, R)/C/(l). Dans tous les cas il correspond a des transforma- 
tions perturbatives. 

Le calcul de l'amplitude a quatre gravitons a genre et 1 montre que le couplage 
(^8 + |e8 e 8)-R 4 , ici ecrit dans les variables de type IIB, 

fi = 2C(3)T 2 e- 2 * - 27rlogT 2 |r ? (T)| 4 (4.37) 

ne depend que des modules de S7(3, M)/S7(3, Z), tandis que le couplage t 8 t 8 — ^egegR 4 

= -27r\ogU 2 \ V (U)\ A (4-38) 

est donne a une boucle et ne depend que des modules du second facteur Sl(2, R)/U(l) 
(cf. annexe C). Cette analyse a ete etendue a tous les ordres en perturbations par 
Berkovits [Ber97]. En collaboration avec E. Kiritsis, nous avons conjecture que le pre- 
mier couplage etait done donne exactement par la serie d'Eisenstein d'ordre 3/2 (4.35) 
pour le groupe 57(3, Z) , tandis que le second couplage etait exact a une boucle, et done 
donne par la serie d'Eisenstein d'ordre 1 E^U). Cette conjecture contient les resultats 
precedents par decompactification du tore T 2 , et restitue les contributions attendues 
des DO-branes de la theorie de type IIA. La situation est cependant beaucoup plus 
interessante du cote de type IIB, ou Ton attend, en plus des D-instantons, les contri- 
butions des Dl-branes ainsi que des cordes de charges (p, q) qui leur sont reliees par 
S-dualite. De fait, l'expansion (4.35), en termes des variables de type IIB, donne 

fi =2C(3)T 2 e- 2 * - 27rlogT 2 |7?(T)| 4 

+4xVe-+Y, E 7? ft T/2 2 *1 faWe-+y/fc + + VW) 



o 2wim(n0,+q(t3+Q,B)) 



(4.39) 



Cette expression contient pour q = la contribution des D-instantons (4.5.1) deja 
observee en dimension superieure. Lorsque n 7^ cependant, Taction euclidienne des 
effets non perturbatifs 

S D1 = e-ty/in + qB) 2 + V 2 q 2 +i [nCl + q(B + CLB)} (4.40) 
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correspond precisement a Paction de Born-Infeld d'une Dl-brane enroulee q fois autour 
du tore et portant un flux electrique n. Une telle configuration correspond en effet a 
une configuration des champs de plongement X % et un champ electrique F a p 

X i (a a )=N* a a a , F aP = t aP n (4.41) 

sur la surface d'univers Dl-brane * 22 , et revaluation de la metrique et des tenseurs de 
jauge induits par ce plongement conduit a 

det(G + B + F) = (n+ i„« Bj ^ + i„« fttft ,„«, (4.42) 

e B+F n = na + ^rj^Bij + CLBij) (4.43) 
ou la deux-forme d'enroulement n u 

n ij = e al3 N l a N^ , (4.44) 

invariante sous les reparametrisations de la surface d'univers, specifie le 2-cycle sur 
lequel la Dl-brane s'enroule. Dans le cas present d'une compactification sur un tore 
T 2 , seule la composante n 12 = — n 21 intervient et s'identifie a la charge q de l'equa- 
tion (4.40). L'identification du flux electrique n avec la charge de D-instanton realise 
explicitement une proposition de Douglas et Witten sur la description d'etats lies de 
solitons de D-branes, ici transposee dans le contexte des D-instantons [Dou95, Wit96a]. 

Si les Dl-branes et les D-instantons sont apparus naturellement dans l'interpreta- 
tion de la serie d'instantons, le role du multiplet des cordes de charges (p, q) de la 
theorie de type IIB est jusqu'a present reste obscur. Ce n'est qu'en choisissant une 
representation ou la S-dualite 57(2, Z) commute avec le developpement en serie que 
leurs effets deviennent manifestes. II suffit pour cela d'effectuer une resommation de 
Poisson sur la charge de D-instanton^ , apres avoir toutefois separe la contribution des 
D-instantons q = 0,n ^ 0. La fonction de Bessel Ki(z) donne alors apres resommation 
de Poisson une fonction exponentielle Ki/ 2 (z) = \/l£z~ z , et la serie peut alors etre 
reecrite sous la forme 

fi =2C(3)V £ (t-^-S ~ 2- E \o g T M MT M )\ A (4.45) 

■I" 22 Si la quantification des nombres d'enroulement N l a est clairement imposee par la definition uni- 
voque du plongement a a — > X % , la quantification du flux F resulte quant a elle de la compacite du 
groupe de jauge U(l) supporte sur la D-brane. 

•^ 23 une resommation de Poisson sur l'entier m ramenerait au contraire a la serie d'Eisenstein (4.34) 
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ou la somme est effectuee sur les couples d'entiers (p, q) sans diviseurs communs, et ou 
le parametre 

T M = P B 12 - qB 12 +i\p + qr\V/a' (4.46) 

n'est autre que le module de Kahler du tore T 2 mesure par une corde de charges (p, q) 
sous les tenseurs (B,B) et de tension \p + qr\joi . Le couplage en R A de la theorie de 
type IIB s'interprete alors comme la somme des amplitudes a l'ordre des arbres et a 
une boucle des cordes de type (p, q) c'est-a-dire comme une somme sur les solitons 
de la theorie de type IIB (Ce point de vue a egalement ete discute par Kehagias et 
Partouche [KP97a]). Le developpement (4.45) commute cependant avec la S-dualite, 
et ne correspond done plus a un developpement semi-classique. 



4.5.5 Instantons de D-branes et T-dualite 

Apres compactification sur un cercle supplemental, soit dans le cas de la M-theorie 
compactifiee sur T 4 , le groupe de U-dualite S7(5, Z) ne se reduit plus au sous-groupe 
geometrique Sl(4,Z). Cette extension coincide avec l'apparition des D2-branes de la 
theorie de type IIA, qui peuvent maintenant s'enrouler autour du tore T 3 . Elle coincide 
egalement avec la fusion des deux amplitudes (tg^8±e e )-R 4 , en raison de l'insuffisance des 
modes zeros fermioniques * 24 . La serie d'Eisenstein d'ordre 3/2 pour le groupe 57(5, Z) 
constitue un candidat naturel pour le couplage en t$tgR exact : nous avons pu prouver, 
en collaboration avec Elias Kiritsis, qu'elle restituait en effet * 25 les amplitudes a l'ordre 
des arbres et a une boucle (toutes orbites confondues). Du point de vue de type IIB, 
elle reproduit egalement la serie instantonique des D-instantons et D-cordes, ou la serie 
solitonique des cordes de charge (p, q). Du point de vue de type IIA, elle montre au 
contraire les contributions des D2-branes d'action de Born-Infeld euclidienne 

S D 2 = e~+ (n* + ^ k B^g u (n l + ^ n lmn B m ^ + l -n^ k g a g jm g kn n lmn 

+i (rfA + ^n^C^ (4.47) 



6 

ou les formes n l et n^ k s'obtiennent en termes des configurations des champs sur la 
surface d'univers par 

n ijk = e ^ KN ^ N ^ n i = ^frKFfr (4.48) 



•^^alternativement, la densite d'Euler a huit dimensions esesR 4 s'annule en dimensions inferieures. 
•f 25 grace a une propriete arithmetique assez miraculeuse. 
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Les DO-branes apparaissent done comme des flux electriques et magnetiques sur le 
volume d'univers des D2-branes, en parfaite analogie avec le cas des D-instantons et 
des Dl-branes. 

La determination de la parametrisation de l'espace homogenes des modules neces- 
saire a l'application de cette methode devient assez rapidement prohibitive pour des 
compactifications en dimensions inferieures. Dans la publication annexee en appendice 
C, Elias Kiritsis et moi-meme avons alors adopte une autre approche, et utilise une 
sequence de T-dualites et transformations de Lorentz pour fixer les configurations des 
D-branes de dimension arbitraire. Appliquee sur Paction (4.36) d'une configuration de 
DO-branes enroulees autour d'un cycle n l du tore T d , la T-dualite selon la direction 1 
genere une configuration d'action* 26 



~>cl 



V (n 1 + B la n a ) 2 + n a gil 9ab n b + i {n x a + n a B la ) . (4.49) 



9 B - e 



Pour satisfaire l'invariance sous les transformations de Lorentz internes Sl(d,Z), il est 
necessaire de reinterpreter la premiere composante n 1 de la charge de la DO-brane 
comme un singlet n, et les composantes suivantes n a comme les composantes n la d'un 
tenseur de charges n* J . On decouvre ainsi les charges (m, m y ) et Taction euclidienne 
(4.40) de la Dl-brane et des D-instantons de type IIB. Cette procedure peut etre 
reiteree pour obtenir les charges et Taction des D-branes paires ou impaires de dimen- 
sion arbitraire. On obtient ainsi pour la D3-brane 

{n + l n ij Bij + InWBijBuf + \ (n« + \n^ kl B kl ) g im g 3n (n mn + \n mn ™B pq 

+^ kl g im g jn g kp g lq n mn ^] 1/2 + i (nd + \n^E l3 + ±n^ kl V t ^ (4 

que Ton peut encore relier a Taction de Born-Infeld de la D3-brane sous les identifica- 
tions 

n ijki = e -MS N i aN 3 pN k N i s ^ n ij = ^s N i aN i pFi8 ) n = ±e a ^ s F a/3 F lS , (4.51) 

En particulier, les Dl-branes de charges d'enroulement n iJ apparaissent comme les 
flux electriques et magnetiques sur la D3-brane de charge d'enroulement n* j7d , tandis 
que les D-instantons de charge n apparaissent comme des instantons de la theorie de 
jauge U(l) sur le volume d'univers de la 3-brane* 27 . 

$ 26 Le tilde denote des corrections aux champs de Ramond proportionnelles a B, soit ici Bij = 
Bij + CLBij, detaillees dans l'appendice D. 

•f 27 Ces instantons, absents des theories de jauge U(l) dans l'espace non-compact, sont stabilises par 
la compacite du volume d'univers de la 3-brane. 
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Comme nous l'avons remarque dans la section (3.3.2), les champs de Ramond se 
transforment dans une representation spinorielle TZ du groupe de T-dualite SO(d, d, Z). 
La representation de ces champs comme formes de degre pair (tt, B, V, . . . ) en type IIB 
ou impair (A, C, . . . ) en type IIA ne fait que refleter la decomposition d'un spineur de 
SO(d, d) de chiralite fixee en representations irreductibles de Sl(d). Cette propriete est 
tout aussi est tout aussi valable des charges Af = (m, m !J ,m ijH , . . . ) ou {m\ m ijfc , . . . ) 
des D-branes de type IIB ou IIA sous ces champs. La partie imaginaire de Taction 
de Born-Infeld correspond alors a la contraction des spineurs conjugues 1Z et Af. La 
partie reelle depend en revanche des modules gij,Bij definissant l'element de l'espace 
homogene SO(d, d)/{0(d) x SO(d)), soit la metrique dans le reseau de compactification 

\\pf v = ( Pi + B lk p k )gV( Pj + B jW l ) + (4.52) 

ou (pi,p l ) se transforme dans la representation fondamentale de SO(d, d). Cette metrique 
induit une metrique sur toutes les representations de SO(d,d), et en particulier sur la 
representation spinorielle A4. L'action de Born-Infeld peut alors s'ecrire 

S D = e-*y/pff + i(1l,N) (4.53) 

ou la T-dualite est maintenant manifeste. Connaissant Taction generale des D-branes, 
on peut alors Tinserer dans la serie d'instantons 

/ = /p Crt + ^Ve~t> J2 E jm K ^ (W™\e-+\W\\) e 2 **"^ (4.54) 

et essayer de reproduire les amplitudes en R 4 a Tordre des arbres et a une boucle, tout 
au moins en dimension d > 4 ou les contributions de NS5-brane ne sont pas attendues. 
La regie de sommation sur les etats de D(-l), D0-,D1- et D2-branes est determinee par 
Texactitude des couplages en R A en dimensions 7,8,9,10 * 28 . 

4.5.6 Instantons de D-branes et U-dualite 

Si Tinvariance sous la T-dualite est ainsi garantie, ce n'est pas le cas de Tinvariance 
sous la U-dualite. Tout comme Tinvariance sous la S-dualite de la theorie de type IIB, 
celle-ci peut etre etudiee par resommation de Poisson sur Tentier m. On obtient ainsi 

"^ 28 0n peut neanmoins concevoir de modifier cette regie de sommation tout en preservant Tinvariance 
sous la T-dualite, par exemple en introduisant une contrainte (TZ,1Z) = 0. 
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une serie d'Eisenstein dont l'invariance sous la symetrie Sl(d+ 1,Z) du tore etendu 
doit etre manifeste. De maniere inattendue, cette invariance n'est pas satisfaite^ 29 par 
les contributions de D-branes en dimension d < 6. La resommation de Poisson conduit 
en effet a une serie d'Eisenstein de terme general A4~ 3 ^ 2 , ou 

M 2 = R 2 U (n 11 + An 1 + \rii k C ijk y + (n l + \n^ k B jk ) jfc (n l + \n lmn B mn ) 

+ ?k n ijk 9il9^kn n lmn (4 55) 

L'invariance sous les transformations de Lorentz de T d+1 requiert alors l'introduction 
d'une quatre-forme n IJKL aux cotes de la charge de D2-brane n* j7c = n^ kn . Les charges 
n 1 et n IJKL ferment alors une representation fondamentale du groupe de U-dualite 
5*0(5, 5, Z), de norme carree 

M 2 = (V + l -n IJKL C JK ^j Qim (n M + l -n MNp QC NPQ ^ 

+ YA nIJKLgiM 9JN 9KP ^ nMNPQ ■ ^ 

Cette extension est loin d'etre anodine : la norme de la charge n l ^ kl croit en effet en 1/g 2 
par contraste avec la norme des charges de D-branes en 1/g, ce qui implique l'existence 
d'effets en e~ 1 ^ 2 la ou seuls des effets en e~ x l 9 seraient attendus. L'existence de ces 
effets n'est cependant pas averee dans la mesure ou toutes les tentatives pour reproduire 
les amplitudes perturbatives a partir de cette serie d'Eisenstein ont echoue. 



4.6 D-instantons et la geometrie de K3 

L'etude des couplages en R 4 dans les compactifications toroi'dales de la M-theorie 
nous a permis d'identifier en detail les effets non perturbatifs intervenant dans ces 
couplages en termes d'instantons de D-branes enroulees sur les cycles non triviaux de 
la variete de compactification. Le succes de cette identification repose largement sur la 
parametrisation explicite de l'espace des modules, et sur la connaissance du spectre des 
cycles supersymetriques du tore de dimension arbitraire. II est cependant souhaitable 
de determiner si cette image persiste dans des situations plus realistes et done moins 
supersymetriques. L'etude de la compactification a 16 charges de supersymetrie sur K 3 
represente un premier pas dans cette direction. La dualite heterotique-type II permet 

■^Correlativement, la serie d'instantons de D-branes ne reproduit pas les contributions perturbatives 
au couplage en i? 4 . 



4.6 D-instantons et la geometrie de K% 



129 



encore de controler les effets non perturbatifs dans les couplages 1/2-BPS satures, et la 
simplicity geometrique de la variete K 3 permet encore d'en donner une interpretation 
en termes de D-branes. 

Nous avons deja discute les cas de la theorie de type II compactifiee sur K 3 x T 2 
et de la theorie heterotique sur T 6 dans le cadre des corrections gravitationnelles en 
R 2 : ces dernieres sont calculables exactement a une boucle dans la theorie de type 
II, en raison du decouplage des multiplets vectoriels et des hypermultiplets dans la 
theorie N = 2 sous-jacente ; elles s'interpretent alors du cote heterotique comme les 
contributions des instantons de NS5-brane enroulees sur le tore T 6 . II existe cependant 
d'autres couplages 1/2-BPS satures pour lesquels cette restriction ne s'applique pas. 
C'est le cas du couplage a quatre derivees T\ 




ou S designe le scalaire complexe du dilaton dans la theorie de type II (soit le module 
de Kahler T de la theorie heterotique duale). La comparaison des operateurs de vertex 
du dilaton S et du graviton montre que T\ est relie perturbativement au couplage 
gravitationnel R 2 par la symetrie miroir . II se reduit done perturbativement a la 
contribution a une boucle donnee par la fonction modulaire 

^ = -241og(f/ 2 |^)| 4 ) , (4.58) 

obtenue a partir du couplage T\ (4.5) par echange des modules T et U. Du point 
de vue de la supersymetrie N = 2, U est cependant comme le dilaton membre d'un 
hypermultiplet, et les corrections non perturbatives ne sont done pas exclues. Elles 
sont du reste necessaires a l'invariance de l'amplitude (4.57) sous le groupe de U- 
dualite 5*0(6, 22, Z) melangeant le module U aux modules de K 3 et au dilaton. On peut 
cependant les calculer perturbativement du point de vue heterotique, ou le decouplage 
des hypermultiplets au multiplet vectoriel du dilaton implique que l'amplitude image 
ddTddT soit exacte a une boucle. Le developpement a faible couplage de type IIA, soit 
d grand volume T 2 — > oo du cote heterotique, permet alors d'analyser les contributions 
du cote de type II. Cette approche a ete developpee conjointement avec I. Antoniadis 
et T. Taylor, et a fait l'objet de la publication annexee en appendice F. Nous y referons 
le lecteur pour les details de la derivation, et nous contentons d'en decrire le resultat. 
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4.6.1 Couplage exact T\ a quatre dimensions 

Le calcul de l'amplitude de diffusion a une boucle heterotique de deux modules T 
avec deux autres modules quelconques fa et fa conduit a l'integrale de la fonction de 
partition du reseau de Narain 1^,22 sur le domaine fondamental du tore, en presence 
d'insertions de moments Pr : 

2 r - 1 



A M2 = ^ / d\r 2 J2 [PrVuMPrI lPk»u(<h)P& e^e"^ 

(4.59) 

Le tenseur vu((f>i) decrit la polarisation associee au module fa, et la fonction I/77 24 
represente la contribution des 24 oscillateurs du cote droit. L'absence d'oscillateurs du 
cote supersymetrique gauche traduit la saturation BPS de ce couplage. 

Dans la limite de grand volume du deux-tore T 2 — > oo, le reseau de Narain r 6;22 
se factorise en deux reseaux r 2 ,2 x r4,2o ; les etats de nombre d'enroulement non nul 
autour de T 2 donnent lieu a des corrections d'ordre e~ T2//a ' ~ e~ 1//9 nA en principe 
identifiables a des configurations instantoniques de NS5-branes de type II, negligeables 
devant les corrections qui nous interessent ici. Les moments droits Pr s'identifient alors 
aux moments gauches Pl, et l'amplitude a quatre modules devient alors integrable par 
rapport aux modules fa et fa : 

w ^DfrDfrF! (4.60) 

Le couplage T\ s'ecrit alors, apres resommation de Poisson sur les charges de moments 
autour de T 2 et integration sur t±, 

£ = T2 J™ (i^L\ e-^ ntGn - ^(M + L )q - wy, (4 61) 

Les deux charges n I=1 ' 2 sont duales aux charges de moments autour du tore T 2 de 
metrique G/j, tandis que les 24 charges q l indexent les vecteurs du reseau r 420 , de 
norme carree q t Mq et produit pair q t Lq. Les 2 x 24 modules Yn designent les lignes de 
Wilson des champs de jauge du reseau r 4i20 autour des deux cycles de T 2 . Finalement, 
les coefficients d(N) correspondent aux coefficients de Fourier de la fonction modu- 
laire I/77 24 comme dans l'equation (3.56). Les etats de charge q = engendrent la 
contribution dominante a cette expression : 

K = -241og([/ 2 |77(C/)| 4 ) +6K , (4.62) 
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laquelle reproduit precisement l'amplitude a une boucle dans la theorie de type IIA 
duale (4.58), donnant un test supplemental de la dualite N = 4 heterotique-type 
II. Les etats de charge q non nulle induisent quant a eux des contributions d'ordre 



e -VT2 ^ e -l/Va> 



(4.63) 

4.6.2 Instantons et l'homologie de 

Dans les variables de type IIA, ces contributions correspondent alors a des effets 
d'ordre e" 1 / 91 ^ : 



re 7 , i} 1 \ / 

(4.64) 

correspondant a une action euclidienne 



S = VrfOl ■ e~*° ^/ gt(M 2 +L)g - i n *Y*q 



(4.65) 



ou e~ 2< ^ 6 = S2/T2 designe le dilaton de la theorie de type IIA a six dimensions. Ces effets 
s'interpretent naturellement en termes de D-branes de la theorie de type IIA s'enroulant 
sur les cycles impairs de la variete de compactification K 3 x T 2 : on reconnait en effet 
dans Taction (4.65) le produit de la masse d'un etat solitonique a six dimensions (3.58) 
par la longueur vwFGn d'un cycle S\ de nombres d'enroulement (n l ,n 2 ) autour des 
deux cercles du tore T 2 . L'etat solitonique a six dimensions correspondant lui meme a 
une D-brane enroulee sur un cycle pair 7 de K%, on obtient bien ainsi Paction euclidienne 
de la D-brane enroulee sur le produit Si x 7. L'identification des lignes de Wilson Y 
heterotiques avec les valeurs de fond J t IZ des potentiels de Ramond permet egalement 
d'interpreter la partie imaginaire de Taction effective comme le couplage de la D-brane 
aux champs de Ramond : 

rfytq = / tfKi = 7 A 7i A Hi = / 1 A1I= K. (4.66) 

Du point de vue de la theorie de type IIB * 30 , Taction euclidienne des effets non 



t 30 Ce paragraphe constitue une addition par rapport a la publication en annexe F. 
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perturbatifs devient 



S = ^{n + mB) 2 + V 2 m 2 ■ \ e~ 2 ^ 



g*(M + L)g 
2 



%{nY l + mY l )q 



(4.67) 



ou on a renomme les charges n 1 , n 2 en to, n et separe la matrice des champs de Ramond 
en deux vecteurs Y, correspondant aux valeurs de fond des champs de Ramond sur les 
24 cycles de K 3 , et Y, correspondant aux valeurs de fond sur T 2 des 24 tenseurs 
antisymetriques a six dimensions obtenus en reduisant les champs de Ramond sur 
K 3 . Les entiers n et to differencient les deux types de configurations instantoniques 
susceptibles d'apparaitre dans la compactification de la theorie de type IIB sur K 3 xT 2 : 

- Les D(-1)-,D1- et D3-branes entierement enroulees sur un cycle 7 = g*7i de K 3 
donnent lieu a des D-instantons dans la theorie a six dimensions, et a fortiori a 
quatre dimensions. Leur action euclidienne est proportionnelle a l'aire du cycle 7 
et reproduit F equation (4.67) pour (m,n) = (0, 1). La phase inY t q est egalement 
en accord avec cette interpretation. 

- Les memes D-branes peuvent egalement etre enroulees partiellement sur le cycle 
7, et donner lieu a des D-cordes a six dimensions, de tension 



celles-ci peuvent encore etre enroulees sur le tore T 2 , pour former des D-instantons 
de la theorie a quatre dimensions. L'action euclidienne associee a ces effets est 
alors le produit de Faction de Born-Infeld \/V 2 + B 2 par la tension, reproduisant 
Fequation (4.67) dans le cas (m, n) = (1,0). 

Les configurations solitoniques pour (to, n) quelconques correspondent a des superposi- 
tions de D-instantons et de D-cordes, soit, en analogie avec le cas de la compactification 
toro'idale, a des D-cordes de flux electrique non nul. 

Si Finterpretation du poids semi-classique e~ s en termes de configurations de D- 
branes ne pose pas de difficulte, les coefficients apparaissant devant ce poids dans 
Fequation (4.63) sont moins clairs mais devraient en principe resulter de Fexpression 
des operateurs de vertex du dilaton dans le champ de fond de ces instantons, ainsi que 
de Fintegration sur les modes zero. Le coefficient entier d(q t Lq/2) peut en revanche etre 
interprets comme le nombre de cycles supersymetriques de K 3 dans la classe d'homolo- 
gie ^7i<?* * 31 . Nous avons deja mentionne cette conjecture dans le cadre du comptage 

^ 31 q t Lq est alors egale a l'auto-intersection du cycle, c'est-a-dire dans le cas des surfaces de Riemann 
sa caracteristique d'Euler. 




(4.68) 
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des etats BPS de la theorie de type IIA, et nous la retrouvons ici de maniere naturelle 
et independante. 

4.6.3 Decompactification et couplages en R A 

Le couplage T\ exact a quatre dimensions etant ainsi obtenu, il est tentant d'en 
etudier les consequences en dimensions superieures par simple decompactification. Du 
point de vue de type IIA, la decompactification T 2 — > oo a dilaton e^ 6 fixe elimine toutes 
les contributions de D-branes, puisque celles ci s'enroulent autour d'un des cercles 
du tore. La contribution a une boucle, independante du volume du tore, disparait 
egalement, et le couplage <9<90 6 <9<90 6 est done nul en type IIA a six dimensions. La 
situation est plus interessante du cote de type IIB, ou les D-instantons (m, 0) subsistent 
en dimension 6, ainsi que la contribution a une boucle : 



e 



(4.69) 



Dans la limite decadimensionnelle ou le volume de K 3 tend lui meme vers l'infini, seuls 
les D(-l)-instantons subsistent dans la somme, qui se reduit alors a 



«io) _ 24 

>1 "27T 



"" 2 +47re-^ 10 \— K * (27r|gm|e^ 10 ) e - 2nimqa 



3 ^-^ , I m 



(4.70) 



De maniere inattendue, la limite a dix dimensions des couplages dd(f)dd(j) de la theorie 
de type IIB compactifiee sur K 3 reproduit ainsi le couplage en R 4 exact de Green et 
Gutperle^ 32 de la theorie de type IIB a dix dimensions ! Cette coincidence peut cepen- 
dant s'expliquer de la maniere suivante : les couplages en R A de la theorie de type IIB 
sont relies par supersymetrie a des couplages a huit derivees R 2 dd(pdd(f>, dont la reduc- 
tion sur K 3 , de nombre de Pontryagin f R 2 = 24, genere l'interaction T\. Inversement, 
on demontre ainsi la validite de la conjecture de Green et Gutperle, et en particulier 
l'absence de contributions des formes cuspoidales de 57(2, Z) aux couplages en i? 4 . 



$ 32 &u terme a l'ordre des arbres pres. On montre dans l'appendice de Particle en annexe F que ce 
terme est en realite present, mais qu'il n'affecte pas les amplitudes physiques a quatre modules. 
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L'echeveau des dualites des theories de cordes que nous avons decrit au chapitre 3 
de ce memoire nous a conduit a l'idee que les cinq theories des supercordes a dix di- 
mensions n'etaient que cinq regards perturbatifs sur une theorie fondamentale encore 
mysterieuse, dite M-theorie. Si le spectre perturbatif de ces theories des cordes corre- 
spond a celui d'une theorie a nombre infini de champs en dix dimensions le spectre BPS 
non perturbatif signale l'existence d'une onzieme dimension compacte : les DO-branes 
representent les modes de Kaluza-Klein du supergraviton, et les cordes perturbatives 
apparaissent alors comme les membranes enroulees selon cette direction. II est done 
naturel de rechercher une formulation de la theorie fondamentale dans l'espace-temps 
non compact a onze dimensions, reproduisant la dynamique perturbative des theories 
de supercordes apres compactification. La theorie des matrices, proposee par Banks, 
Fischler, Shenker et Susskind en 1996 et revisitee par Susskind en 1997, constitue une 
tentative de definition ab initio de cette theorie [BFSS97, Sus97]. Nous donnerons une 
breve introduction a la theorie des matrices ^ et discuterons plus particulierement ses 
compactifications toro'idales, dans le but de comprendre les U-dualites des theories des 
cordes maximalement supersymetriques. Ce chapitre visera en meme temps a introduire 
au travail effectue en collaboration avec Niels Obers et Eliezer Rabinovici, annexe en 
appendice G. 



^Le lecteur pourra egalement se reporter aux articles de revue [Ban97, BS97c, Bil97] pour plus de 
details. 
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Fig. 5.1: Quantification a temps egal (gauche) et sur le front de lumiere (droit). 

5.1 Quantification sur le front de lumiere 

5.1.1 Cinematique sur le front de lumiere 

Si l'invariance de Poincare est un prerequis de toute theorie physique, sa manifes- 
tation explicite dans les theories de jauge oblige cependant a l'introduction de degres 
de liberte «fantomatiques» qui obscurcissent la physique. La definition de l'espace de 
Hilbert d'une theorie des champs necessite du reste une foliation (slicing) de l'espace- 
temps qui brise l'invariance de Poincare (figure 5.1). La foliation par surfaces de temps 
t = x° egal est generalement choisie, et est invariante sous les translations et ro- 
tations spatiales, correspondant aux generateurs cinematiques du groupe de Poincare. 
Les generateurs de translation selon le temps et de boost font quant a eux explicitement 
intervenir les complications de la dynamique. La foliation par surfaces de «temps de 
lumiere» x + = (x° + x r ) /a/2, correspondant a la quantification sur le front de lumiere^ 2 , 
est avantageuse de ce point de vue, puisque les translations et rotations transverses P l 
et L y ainsi que le moment longitudinal P + et les boosts L~ % et L + ~ sont des generateurs 
cinematiques-'' 3 . P~ engendre les translations selon x~ et joue le role du Hamiltonien. 
Par contraste avec la relation de dispersion non polynomiale de la quantification a 



* 2 Le terme «cone de lumiere» est inapproprie, car seule la moitie du cone (x ) 2 — (x 1 ) 2 = supporte 
la fonction d'onde. On utilise egalement la denomination de «referentiel de moment infini», qui n'est 
guere plus adaptee. 

* 3 La quantification a x~ = (x° — x 1 )/^/ 7 ! constant presente ainsi un generateur cinematique supple- 
mentaire sur la quantification a t constant, quelque soit la dimension de l'espace. 
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Fig. 5.2: Relation de dispersion a temps egal (gauche) et sur le front de lumiere (droit), 
temps egal (figure 5.2) 

H = y/p*P t + M 2 , (5.1) 
la relation de dispersion prend sur le front de lumiere la forme 

P = ■ (5.2) 

La similitude de cette relation avec la relation de dispersion non relativiste H = 
M. + (p l ) 2 /2Ai resulte de l'invariance sous le groupe de Galilee de l'espace transverse. 
L'equation (5.2) implique en particulier que les particules, correspondant a P~ > 0, 
ont un moment longitudinal P + positif, tandis que les antiparticules ont un moment 
negatif (figure 5.2). L'etat du vide de P~ se reduit done a l'etat fondamental |0) de 
l'espace de Fock * 4 . Les etats fantomatiques de norme negative sont egalement exclus 
dans cette formulation. En contrepartie de ces simplifications, le hamiltonien sur le 
front de lumiere presente des interactions non locales instantanees correspondant a 
la presence du pole en P + = dans la relation (5.2), et donnant naissance aux dia- 
grammes de «mouettes» caracteristiques de la quantification sur le front de lumiere. 
Le traitement des modes de moment P + — > constitue le point le plus delicat de ce 
schema de quantification, sous lequel se refugient les complications de la structure du 
vide dans l'approche ordinaire (voir par exemple [Pin93]). 



la contribution des modes de moment P + nul pres. Ces derniers sont exclus par la relation de 
dispersion (5.2), sauf lorsque la masse m s'annule. 
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5.1.2 Front de lumiere discret et resolution spectrale 

La theorie des champs peut etre regularises a la fois dans l'infrarouge et dans 
l'ultraviolet en supposant la direction x~ compacte de «longueur» 2nL [MY76, PB85]. 
Le moment longitudinal de la particule i est alors quantifie selon 

P+ = -, ra = l,2,... , (5.3) 

ce qui vaut a cette procedure le nom de quantification sur le front de lumiere discret (dis- 
crete light cone quantization, ou DLCQ). Le moment total P + etant conserve, l'espace 
de Hilbert se decompose alors en secteurs de superselection TCn de moment P + = N/L, 
de dimension time* 5 engendre par les etats de l'espace de Fock ee^ee^ . . . a^ n |0) tels 
que rii + n 2 + ■ ■ ■ + rik = N ; la diagonalisation du hamiltonien P~ peut alors etre effec- 
tuee numeriquement dans chaque secteur. Contrairement au cas de la quantification a 
temps egal ordinaire, cette finitude ne requiert pas de cut-off ultraviolet n < A sur les 
impulsions longitudinales P^~ : la dimension finie est assuree par la condition rii > 0. II 
faut cependant prendre garde au fait que la direction x~ est de genre lumiere, et que 
L n'est pas une longueur invariante. Elle peut etre modifiee a volonte par un boost de 
Lorentz L + ~ : 



x°\ 









cosh (3 — sinh (3 
- sinh (3 cosh (3 




e p L , P~ -> e p p- , P + -> e-Pp + . 

(5.4) 



La dependance en L du moment P + et du hamiltonien P est done particulierement 
simple : 

iV 

P + = - ,P~ = LH N (5.5) 

et la masse A4 2 = 2P + P~ est en particulier independante de L. La compacite de la 
direction x~ n'est cependant qu'un artifice de calcul, et les resultats physiques sont 
obtenus dans la limite double L — > oo, — > oo a moment longitudinal P + fixe. Le 
spectre de masse, correspondant aux valeurs propres de la matrice Hn, depend de 
et se precise au fur et a mesure que A^ augmente. L'entier A^ correspond done en 
realite a la resolution spectrale bien plus qu'au moment longitudinal. On peut evaluer 
la valeur de A^ minimale pour representer un etat au repos de masse M, et de taille 



t 5 dans le cas d'une theorie en dimension 1 + 1. En dimension superieure, le continuum des impulsions 
transverses subsiste, et peut etre leve par une compactification appropriee. 
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caracteristique r en demandant que cette derniere soit tres inferieure au rayon du cercle 
de genre lumiere L [BS97b]. En tenant compte de l'egalite au repos M. = P~ = P + , 
on obtient ainsi la condition 

iV > r M . (5.6) 



5.1.3 La theorie des cordes sur le front de lumiere discret 

La quantification sur le front de lumiere a joue un role historique tres important dans 
la comprehension des modeles duaux et des theories de cordes [GGRT73]. Elle permet 
en effet de fixer completement les reparametrisations de la surface d'univers, et ne 
laisse que les degres de liberte physiques des fluctuations transverses de la corde. Nous 
avons pu apprecier l'efficacite de cette procedure au chapitre 3 pour la determination 
des fonctions de partition des theories des cordes. Elle peut etre aisement adaptee au 
cas de la compactification sur un cercle de genre lumiere x~ = x~ + 2ttL, comme nous 
le rappelons maintenant. 

La jauge du front de lumiere consiste a identifier le temps de la surface d'univers 
avec le temps propre de l'espace cible : 

X + (a,r) = x + + a'P + r (5.7) 

La condition de Virasoro associee a l'invariance sur les reparametrisations 

= daX^drXp = P + d a X- - d^drX 1 (5.8) 

permet d'eliminer la coordonnee X~ au profit des coordonnees transverses. Les coeffi- 
cients de Fourier de X~ s'expriment alors en fonction des oscillateurs transverses : 



2 E : a n-m®ln ■ J (5.9) 

( \ E : <-m< -Mn ) (5-10) 



m=— oo 



La compactification x~ = x~ + 2ttL peut etre construite comme une construction 
d'orbifold habituelle : elle projette done sur les etats invariants de moment P + = N/L, 
et introduit des etats twistes s'enroulant n fois autour de la direction compacte : 



X-(a + 2n) =X~ + 2nnL 



(5.11) 
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En inserant les modes zeros gauches et droits de X 

P~ nL P- nL • . P i 

«o=^- + ^7, a o=^--^7, «o = «o = y, (5-12) 

la somme et la difference des equations (5.9) conduisent a la formule de masse et la 
condition de level matching : 

1 f p , p , + 2 NL + N R -a-a\ 



2P+ 

nN = N L - N R - a + a (5.14) 

Ces relations peuvent etre etendues au cas des supercordes en utilisant les valeurs 
appropriees des intercepts a et a, et incluant les contributions fermioniques dans les 
nombres d'excitations Nl et Nr. La limite de grand N est triviale dans le cas de la 
theorie des cordes libres, mais devient interessante en presence d'interactions ; celles- 
ci necessitent cependant l'introduction d'une theorie de champs de cordes, qui n'a 
pas encore ete pleinement developpee. La quantification du moment P~ peut etre 
commodement incorporee en redefinissant la periodicite de la coordonnee a a a = 
a + N/L. Chaque corde consiste alors en un nombre entier de «partons» elementaires 
de longueur 1/L, et la conservation du moment P~ au cours des interactions entre 
cordes correspond a la conservation du nombre de partons. 



5.2 M-theorie sur le front de lumiere 

Selon la conjecture BFSS, dans sa formulation renforcee par Susskind, la M-theorie 
est decrite sur le front de lumiere discret dans le secteur de moment longitudinal 
P + = N/L par la mecanique quantique de N DO-branes. Cette conjecture peut etre 
heuristiquement justifiee en identifiant le cercle de genre lumiere de «rayon de lumiere» 
L definissant le front de lumiere discret a un cercle spatial ordinaire de rayon R s infin- 
iment booste : 

-sinh/5 cosh/3 J \R S J V2\l + e~ 2/3 J V2 \ L ) 

A rayon de lumiere L fixe, le rayon R s = y/^Le^P tend done vers dans la limite 
de boost infini (3 — > oo. Le secteur (P + = N/L,P~ = LH^) du front de lumiere 
discret correspond done au secteur (P s + = N/R S ,P~ = R S H N ), soit (P ~ N/R S ,H = 
P + R s Hn) de la M-theorie compactifiee sur un cercle spatial de rayon R s — > 0. Cette 
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theorie correspond precisement a la theorie des cordes de type IIA en presence de 
N DO-branes. Pour definir sans ambigu'ite la limite a considerer, il est necessaire de 
determiner le regime d'energie pertinent pour la description de la M-theorie sur le front 
de lumiere discret. Le hamiltonien sur le front de lumiere discret P~etant proportionnel 
au «rayon de lumiere» L, il s'ecrit done, pour raison de dimension, 

P~ = i~h N (5.16) 
hi 

ou le spectre de est d'ordre unite. Apres le boost, on obtient ainsi une energie 

H-P = ^h N (5.17) 



et il est done commode d'effectuer un changement d'echelle In — > his = hie 213 de 
maniere a maintenir cette energie finie. Les degres de liberte pertinents seront selec- 
tionnes dans la limite de scaling 

R L 

R s ^0 , M = = tj- fixe (5.18) 
his hi 

Exprimes en termes de R s et M, les parametres de la theorie de type IIA s'ecrivent 
alors 

g = (R.M)"* , «' = ^ (5.19) 

La theorie des cordes de type IIA est done faiblement couplee et a basse energie dans 
la limite. Les corrections de boucles et de derivees superieures a la dynamique des DO- 
branes sont done supprimees, et celle-ci est exactement decrite par l'approximation de 
Yang-Mills a Taction de Born-Infeld supersymetrique : 

C = y" rfr ^- tr {{^ rX 1 ) 2 + 26 l V T 9 - ^[X\X j ] 2 -29 t Y[9,X t ]^j (5.20) 

ou les neuf coordonnees X\ maintenant interpretees comme les coordonnees transverses 
de la M-theorie sur le front de lumiere discret, prennent leurs valeurs dans l'adjoint de 
U(N). Apres redefinition du champ X % — > g 1 ^ 3 X\ on obtient en unites de In 

C = J dr tr (^^(V T X 1 ) 2 + 26^^ -^ti\X\X j f - RsO^y.X']^ (5.21) 

avec V T = d T + i[A, ■}. Le hamiltonien associe a cette theorie des champs en dimensions 
0+1 s'ecrit alors en termes du moment IL = V T X l conjugue a X 1 : 

H = R s tr (^(w) 2 + \([x\x^Y + e t Y[e,x^+^-, (5.22) 
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auquel on a ajoute l'energie au repos des N DO-branes a grande separation. L'invariance 
de jauge permet de fixer A = 0, mais il faut encore restreindre l'espace de Hilbert aux 
etats invariants de jauge en imposant la contrainte de Gauss 

[X\ IT] + [6, 0*] = (5.23) 

Cet argument nous conduit done a la conjecture BFSS : la M-theorie est decrite sur 
le front de lumiere discret dans le secteur de moment longitudinal P + = N/L par 
la mecanique quantique super symetrique de 9 matrices hermitiennes N x N X 1 , de 
hamiltonien 

p- = Ltr Q(^) 2 + ^(n l ) 2 + ^([^^]) 2 + ^V[^^ , (5.24) 

ou on a decouple le facteur abelien de moment p % et le facteur SU (N) de moment IP ; 
le premier decrit le mouvement transverse du centre de masse du systeme, tandis que 
le second decrit les interactions des DO-branes, identifiees aux partons de la M-theorie 
sur le front de lumiere discret. La M-theorie sur le front de lumiere non compact est 
obtenue dans la limite de resolution spectrale infinie : 

iV 

iV^oo, oo , P + = — fixe. (5.25) 

Lj 

Cette conjecture appelle plusieurs commentaires : 

- le hamiltonien (5.24) remplit tout d'abord les conditions de symetrie sous le 
groupe de Galilee super symetrique de l'espace transverse 

{q a , qp} = 5 aP P + , {Q a , Qp} = 5 aP P~ , [Q a , qp] = ^P 1 (5.26) 

engendre par les 16+16 charges supersymetriques 




(5.27) 



Q a = VLtT(^ + i [X\X^%)9^ (5.28) 

Les 16 charges q a sont realisees non lineairement et n'agissent que sur le facteur 
abelien du groupe de jauge U(N). Elles correspondent aux charges spontanement 
brisees par la presence des DO-branes dans le langage de la theorie de type IIA. 
Seules les charges Q a , correspondant aux 16 charges de la theorie de Yang-Mills 
a dix dimensions, contraignent la dynamique relative des DO-branes. 
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- la dependance du hamiltonien en le rayon de lumiere L est compatible avec 
l'invariance de Lorentz selon L + ~ . L'invariance sous les generateurs dynamiques 
L +l est en revanche loin d'etre evidente, et constitue l'essence de la conjecture. 
Elle est du reste brisee par la compacite de la direction x~ , et n'a lieu d'etre 
que dans la limite L — > oo, N — > oo. La construction d'operateurs L +t dans le 
secteur de superselection TCn generant le groupe de Poincare a grand N reste un 
probleme ouvert de premiere importance. 

- pour pretendre a decrire la M-theorie, la moindre des exigences est que la theorie 
des matrices inclue le supergraviton de masse nulle et de moment longitudinal N. 
Un tel etat doit correspondre a un etat fondamental supersymetrique du hamil- 
tonien SU (N) decrivant le mouvement relatif des N partons. La demonstration 
de l'existence et l'unicite d'un tel etat constitue un second probleme non resolu 
a ce jour. Les etats a plusieurs gravitons de moments Ni/L peuvent etre decrits 
asymptotiquement en decomposant la matrice N x N en blocs diagonaux ; un 
calcul de diffusion dans l'approximation de Born-Oppenheimer peut alors etre 
effectue et compare a la prediction de la theorie de supergravite. K. et M. Becker 
ont ainsi observe l'accord au second ordre dans le developpement en boucles de 
la mecanique quantique des DO-branes [BB97]. 

- les membranes et cinq-branes de la M-theorie ne jouent aucun role dans cette 
formulation. Elles doivent done apparaitre comme etats lies de DO-branes. De 
fait, le hamiltonien (5.24) est identique au hamiltonien de la supermembrane 
apres remplacement du crochet de Lie de l'algebre su(N) par le crochet de Poisson 
sur l'algebre des fonctions sur la surface de la membrane [BSS97]. Dans le cas 
d'une membrane toro'idale, la correspondance peut etre precisee en associant a 
chaque fonction X l (ai, a 2 ) la matrice de ses coefficients X l mn sur la base de Fourier 
e i(ma 1 +na 2 ) _ gtatut des 5-branes est moins clair a ce jour [BD97]. 

- ayant ramene l'etude de la gravite quantique a onze dimensions a un probleme de 
mecanique quantique, on pourrait pousser le raisonnement plus loin et considerer 
le modele de matrice correspondant a la mecanique statistique de N D-instantons 
de la theorie de type IIB, decrite par la reduction dimensionnelle totale de la 
theorie de Yang-Mills U(N) a 10 dimensions : 

S = J tr ([X\ X 1 ] 2 + 9*1% X 1 ]) (5.29) 

ou l'indice % va maintenant de a 9. Cette approche a ete initiee par Ishibashi, 
Kawai, Kitazawa et Tsuchiya [IKKT97], et n'a pas regu la meme attention que 
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la proposition concurrente. La construction des membranes mentionnee au para- 
graphs precedent peut cependant etre transposee dans ce formalisme pour obtenir 
la corde de type IIB [FKKT98]. Comme nous le verrons dans la section suivante, 
la theorie des matrices peut etre consideree comme une compactification de cette 
theorie des D-instantons. 



5.3 Compactification de la theorie des matrices 

La theorie des matrices pretend decrire la M-theorie non compactifiee sur le front 
de lumiere. Dans une theorie contenant des objets etendus, la compactification est une 
operation non triviale qui peut changer drastiquement les degres de liberte pertinents. 
La prescription pour la compactification de la theorie des matrices est a l'heure actuelle 
incomplete : elle fournit une formulation acceptable pour les compactifications sur un 
tore T d de dimension d < 3, mais indefinie en dimension inferieure ou sur des varietes 
courbes. Elle montre toutefois une extension dramatique des degres de liberte a prendre 
en compte, puisque la mecanique quantique doit ceder la place a une authentique theorie 
des champs en dimension d + 1. 

5.3.1 Compactification toroidale et theories de jauge 

La compactification toroidale d'une theorie des champs procede en general en im- 
posant l'invariance sous la symetrie discrete X 9 — > X 9 + 2i\R. Dans le cas de la theorie 
des matrices, cette identification doit etre prise a une transformation de jauge pres, et 
on est done conduit a restreindre notre attention aux matrices X telles que 

UX 9 U~ l =X 9 + 2ttM , UX^- 1 = X i , i = 1 . . . 8, (5.30) 

ou la matrice U est unitaire et la translation agit sur la coordonnee du centre de masse 
TrX 9 uniquement. Cette condition n'admet de solution qu'a N infini, soit en presence 
d'un nombre infini de DO-branes. En choisissant pour U la permutation % — > % + M, 
elle traduit le fait que le groupe de M DO-branes, decrit par les matrices hermitiennes 
M x M (Xq,Xq), est duplique autour de chaque point (trXp, tr Xq + 2nRZ). Les 
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matrices infinies X prennent done la forme 



X 1 



-yi -vi -y-i 

A A l A 2 

vi vi vi 

A_ 2 A_ x A 



V 



'■. X$-2ttR Xf 

■. x\ 



X s 



\ 



x? 



X 9 X X 9 + 27ri? ■■■ 



7 



(5.31) 



Les blocs elementaires X^ peuvent etre commodement regroupes en un seul en intro- 
duisant une nouvelle coordonnee compacte a de periode l/R, et en definissant 



X\a,r)= J2 A7 t (r)e 2 ™^, X >, r) = £ X 9 (r)e 



2irinRa 



(5.32) 



Les commutateurs des matrices U(N) infinies s'expriment alors simplement en termes 
des fonctions X(a, r)a valeurs dans su(M) par 



(5.33) 
(5.34) 



[X\X'](a) = [X\o),Xi{o) 
[X\X*\{a) = i d a X\a)+[X 9 (a),X>(a)} 



et la trace dans U (N) est simplement remplacee par / da tr . Le modele de ma- 
trices C/(iV) a 0+1 dimensions, dans le secteur des matrices infinies satisfaisant aux 
conditions (5.30), est done remplace par une theorie de jauge supersymetrique U(M) 
a 1+1 dimensions^ 6 

C = j dr da^ tr ^-L V a X' 1 V Q X l + 2^ 7 Q V 'J - j tr [X 1 , X J ] 2 - L#V [0, ) 

(5.35) 

ou la coordonnee compacte X 9 est interpretee comme la connexion de jauge A a . Les 
transformations de jauge X — > VtXVr 1 de la theorie initiate, commutant avec la matrice 
unitaire U, engendrent ainsi les transformations de jauge de la theorie compactifiee : 



(ftX'ir 1 )^) = n{a)X i {a)Q,- 1 {a) 

(QX 9 Q- 1 )(a) = Q{a)X l {a)Q-\a) -iQ(a)dM'\o-) 



(5.36) 
(5.37) 



^Par la meme construction, le modele de matrices de BFSS apparait done comme la compactifica- 
tion du modele des instantons de Ishibashi et al. 
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Cette theorie de jauge a 1+1 dimensions peut etre interpretee comme la definition non 
perturbative de la theorie de type IIA sur le front de lumiere discret [BS97a, DVV97b, 
Mot97]. A grande distance, les 8 coordonnees matricielles X l (a,r) deviennent en ef- 
fet simultanement diagonalisables, et decrivent les positions transverses de N cordes 
elementaires. La diagonalisation n'est cependant pas globalement definie autour de la 
direction a, mais seulement a une permutation des N valeurs propres pres. Les N cordes 
elementaires s'arrangent alors selon les k cycles intervenant dans la permutation en k 
cordes de longueur Hi, et de moment longitudinal = rii/L. On retrouve ainsi la 
formulation de la theorie des cordes perturbatives sur le front de lumiere discret, dans 
un formalisme de seconde quantification. Les interactions sont induites par l'extension 
de la symetrie de jauge lorsque deux valeurs propres coincident. La corde heterotique 
non perturbative est quant a elle obtenue par projection Z 2 , et decrite par une theorie 
de jauge SO(N) a 1+1 dimensions et 8 charges supersymetriques [BM97] 

Cette construction peut aisement etre repetee pour des compactifications sur un tore 
T d , et conduit, dans le cas oil les matrices unitaires de compactification Ui commutent, 
a une theorie de jauge a 16 charges supersymetriques en d + 1 dimensions, definie 
sur l'espace reciproque du tore de compactification. Cette theorie n'est autre que la 
reduction dimensionnelle de la theorie de Yang-Mills supersymetrique a dix dimensions. 
La simplicity de la theorie des matrices disparait done rapidement par compactification, 
et sa signification devient meme problematique pour d > 3, puisque la theorie de jauge 
perd sa liberte asymptotique et devient indefinie a courte distance. Si en revanche les 
matrices Ui ne commutent pas, la theorie de jauge ordinaire doit etre remplacee par une 
theorie de jauge sur le tore non commutatif [CDS97, Con94]. Le statut de ces theories 
et leurs proprietes sont encore largement meconnues. 



5.3.2 Compactification et limite de scaling 

Le schema de compactification discute ci-dessus peut etre compris plus generalement 
en revenant a la limite de scaling qui nous a conduit au modele de BFSS [Sei97, Sen97]. 
En identifiant le cercle de genre lumiere a un cercle spatial infiniment booste, on peut 
obtenir la quantification sur le front de lumiere discret de la M-theorie compactifiee 
sur le tore T d comme la theorie de type IIA compactifiee sur T d en presence de N 
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DO-branes. dans la limite de scaling 

g = (R s Mf\ «' = ]^72> ^ = ri Uf) ' ^^0; M = ^, r, = ^ fixes 

(5.38) 

ou les rayons i?j du tore sont gardes constants en unites de Planck In- Le tore devient 
done de taille nulle, et il est alors commode d'effectuer une T-dualite sur toutes les 
directions de T d : on obtient ainsi la theorie des cordes de type IIA (d pair) ou IIB (d 
impair) en presence de N Dp-branes, de parametres 

9= {RS ^!, 4 > «=|4> kl = ^M' ^-0; M,r, fixes. (5.39) 

Le tore est maintenant de taille fixee, et l'echelle des cordes tend vers 0, de sorte que les 
modes massifs se decouplent toujours. Pour d < 2, la theorie de type II reste faiblement 
couplee, et la M-theorie peut done etre decrite par la theorie de Yang-Mills a 16 charges 
supersymetriques sur le volume d'univers de la Dp-brane. Le couplage et les parametres 
geometriques de cette theorie de jauge sont donnes par 



1 a 2 



M d - 3 Y[ ri , Sl = R l= (5.40) 



9ym 9 J -' L nM 

et sont done gardes fixes dans la limite de scaling. La M-theorie sur le front de lumiere 
non compact est alors obtenue dans la limite de resolution spectrale infinie M ~ L ~ 
N — > oo, soit 

gY M N d ~ 3 = cte , s { N = cte . (5.41) 

Le couplage de Yang-Mills etant de dimension d — 3, il est plus interessant de le ramener 
a la taille du tore : 



^n a O v= (n*) -/ ' (5 - 42) 



et le couplage sans dimension est done garde fixe dans les limites de scaling et de 
resolution spectrale infinie. 

Cette description reste correcte dans le cas d = 3 bien que le couplage de la theorie 
des cordes soit maintenant fini, car les corrections de boucles sont toujours supprimees 
par la limite a' — > 0. On note en particulier que la limite iV — > oo est differente de la 
limite de grand N de 't Hooft couramment consideree dans les theories de jauge a 4 
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dimensions [tH74b]. Pour d = 4 cependant, la theorie de type IIA devient fortement 
couplee et genere une nouvelle «onzieme dimension» * 7 , de rayon et d'echelle de Planck 

R = gV&= j^r > 'n = 9 1/3 V^ = R\'*M-*'< J] r~ 1/3 ■ (5.43) 

Les N D4-branes de la theorie de type IIA correspondent maintenant a N 5-branes 
enroulees sur la direction de rayon R. La masse de Planck 1/lu divergeant dans la limite 
de scaling, la gravitation se decouple des degres de liberte sur le volume d'univers de 
la 5-brane, et la M-theorie compactifiee sur T 4 peut done etre decrite sur le front de 
lumiere discret par la theorie de volume d'univers de N 5-branes [BRS97]. Cette theorie 
est malheureusement trop mal connue a l'heure actuelle pour fournir une definition 
utilisable de la M-theorie compactifiee sur T 4 . 

Dans le cas d — 5, le fort couplage de la theorie de type IIB invite a effectuer une 
transformation de S-dualite ; les N D5-branes deviennent alors N NS5-branes de la 
theorie de type IIB de parametres 

g = \ = {R a M) 1,2 J{r i , a'=~ga' = ^, R t = R, . (5.44) 

Dans la limite de scaling, les modes se propageant dans l'espace-temps ambiant peuvent 
encore etre decouples des modes localises sur les NS5-branes, laissant une theorie des 
cordes de tension finie 1/a! se propageant sur la NS5-brane. L'existence de cette theorie 
des cordes non critiques est hautement conjecturale, et ne permet pas de donner une 
definition effective de la M-theorie compactifiee sur T 5 . La situation est encore plus 
serieuse dans le cas de la compactification sur T 6 , ou le rayon de la onzieme dimension 
generee a fort couplage diverge et ou l'echelle de Planck reste finie dans la limite de 
scaling. 

A defaut de fournir une definition non perturbative de la M-theorie, ces descrip- 
tions justifient au moins heuristiquement les groupes de U-dualite observes dans les 
compactifications de la M-theorie sur T 4 et T 5 : le groupe E 4 (Z) = S7(5, Z) peut etre 
interprets comme le groupe modulaire du volume d'univers T 5 de la 5-brane dans le 
cas d — 4, tandis que le groupe E 5 (Z) = SO(5,5,Z) apparait comme le groupe de 
T-dualite de la theorie des cordes hypothetique se propageant dans le volume d'univers 
des NS5-branes de la theorie de type IIB pour d — 5. Dans le paragraphe suivant, 
nous obtiendrons une meilleure comprehension de ces symetries de U-dualite en les 
traduisant dans le langage des theories de jauge. 

* 7 a ne pas confondre avec la dimension definissant le front de lumiere discret. 
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5.3.3 Dualite electrique-magnetique et U-dualite 

La prescription de BFSS pour la definition de la M-theorie demeure done pour 
l'heure serieusement incomplete, et pour les compactifications sur des varietes de di- 
mension d > 3, se heurte a la difficulty d'etendre dans l'ultraviolet les theories de jauge 
en dimension d + 1. Certaines proprietes de cette extension peuvent cependant etre 
fixees en traduisant les contraintes de la U-dualite de la M-theorie compactifiee toroi- 
dalement en termes de cette theorie de jauge. Cette approche a ete suivie par Elitzur, 
Giveon, Kutasov et Rabinovici et prolongee en collaboration avec Obers et Rabinovici, 
dans le travail presente en appendice G [EGKR98, OPR97]. 

Le groupe de U-dualite de la M-theorie compactifiee sur T d est engendre par deux 
sous-groupes discrets : le groupe modulaire Sl(d, Z) du tore de compactification, et le 
groupe de T-dualite SO(d — l,d — 1,Z). L'action du premier est manifeste dans la 
theorie de jauge decrivant la M-theorie sur le front de lumiere discret, et s'identifie au 
groupe modulaire du tore reciproque sur lequel se propage la theorie de jauge. Si on se 
restreint pour simplicity aux tores rectangulaires en l'absence de champ de fond pour 
le tenseur de jauge C^ p ^ 8 , ce groupe modulaire se restreint au groupe de permutations 

Sij : Ri <-> Rj (5.45) 

des d rayons, qui n'est autre que le groupe de Weyl de Sl(d, Z). 

L'action du second peut etre determinee en choisissant une dimension k parmi les 
d dimensions du tore (notee 11 dans les chapitres precedents), et en identifiant la M- 
theorie compactifiee sur T d a la theorie de type IIA compactifiee sur T d_1 , de couplage 
et d'echelle des cordes 

/ D \ 3/2 ,3 

»=(£) ■ °^k- <5 - 46) 

L'inversion simultanee de deux rayons (Ri,Rj,g) — > (a' /Rj,a' /Ri, g a'/RiRj) s'ecrit 
alors, en termes des variables de la M-theorie * 9 

/3 13 13 l% 

T ijk : Ri -> — ^- , Rj -»• — ^- , R k -> , In -> " • (5.47) 

rCj-ttk lti-ttk JXi-ttj -ttirtjJXk 



^L'extension de ce formalisme aux compactifications toroi'dales generales fait l'objet de Particle en 
appendice G. 

* 9 Zn peut 6tre rendue invariante par un changement d'echelle, mais les transformations des rayons 
Rij,k seraient alors moins elegantes. 
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La transformation de T-dualite est done invariante sous les permutations des trois 
rayons Rij t k, qui apparaissent ainsi sur un pied d'egalite du point de vue de la M-theorie. 
Elle laisse en particulier invariante l'echelle de Planck a 11 — d dimensions n^Aii- 
En termes des parametres de la theorie de jauge, la transformation s'ecrit 

2(2-4) 

3ym \XT — TT e 

s a , a = i,j,k (5.48) 
—^-s a , a 7= i, j, K . 

Dans le cas de la compactification sur T 3 , cette transformation se reduit a la symetrie de 
dualite electrique- magnetique g 2 — > 1/g 2 de la theorie de jauge N = 4 a 3+1 dimensions 
[Sus96, FHRS97]. Pour d > 3, la transformation (5.48) peut encore s'interpreter comme 
S-dualite en interpretant le tore T d comme fibration de tores T 3 : la theorie de jauge 
sur T d peut alors etre reduite en une theorie de Yang-Mills sur le 3-tore genere par les 
directions k, de couplage 

J_ W_ 

9eS 9ym 

La transformation (5.48) correspond alors simplement a la S-dualite (g 2 s , s a , s a ) — > 
(1/ g 2 s , s a , g 2 s s a ) dans la theorie de Yang-Mills sur T 3 . Comme l'ont montre Elitzur 
et al, le groupe genere par les transformations SV, et SV,^ n'est autre que le groupe de 
Weyl yV(Ed) du groupe de U-dualite Ed- Les generateurs manquants de £d(Z), que 
nous appellerons generateurs de Borel, correspondent aux transformations modulaires 
7i It + 7j du tore T d 7 ainsi qu'aux transformations de T-dualite — > C^k + 1 ; ces 
dernieres etendent en particulier la transformation au groupe de S-dualite Sl(2, Z) 
de la theorie de Yang-Mills sur la fibre T 3 . Pour observer l'invariance sous le groupe 
de U-dualite total, il est done necessaire d'autoriser les compactifications sur des tores 
de metrique non rectangulaire en presence de champ de fond pour le tenseur C^ vp . 
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5.3.4 Etats BPS et multiplets de U-dualite 

Ayant decrit comment le groupe de U-dualite emergeait du point de vue de la 
theorie de jauge decrivant la M-theorie compactifiee sur le front de lumiere discret, il 
nous reste encore a comprendre comment le spectre BPS s'organise en representations 
de ce groupe. Etant donne les incertitudes de la definition de la M-theorie, on ne peut 
en l'etat actuel deriver ce spectre ; l'existence de certains etats est cependant requise, 
et done egalement celle de leurs images sous la U-dualite. 
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Ainsi, la M-theorie devant inclure le supergraviton de masse nulle dans son spectre, 
elle doit apres compactification contenir les etats de Kaluza-Klein de masse M. = 1/Ri 
et de moment P + = N/L. Ceux-ci correspondent a des etats d'energie 

P - - - _A_ - ahd (5 so) 

F - P+ " NRj ~ NV S (5 - 5Uj 

et s'identifient done dans la theorie de jauge a l'etat portant un flux electrique dans la 
direction i. Par dualite Sijk, cet etat donne naissance a un multiplet de flux, d'energies 
et de masses* 10 

V » KA RiR l (KKl\ 

M = (5.51) 



p- = Yl , M - R i R 3 R kRlRm ^ ^ 

N(JYiji(. s i s j s kSlSm) 2 In 

n - K 5 ka Ri\ RjRkRlRmRnRpRq /_ ro x 

P = M 10 7 \2^ M = /9 ( 5 - 53 ) 

ou Ton s'est restreint aux etats apparaissant pour d < 7. V s — Yl Si designe le volume 
du tore dual. L'etat (5.51) n'est autre que le flux magnetique selon les directions i et 
j, et decrit la membrane de la M-theorie enroulee sur un deux-cycle du tore T d . L'etat 
(5.52) apparait pour d > 5, et, comme le montre sa masse, correspond a la 5-brane de la 
M-theorie enroulee sur un 5-cycle du tore; son energie en l/g Y M ne permet cependant 
de l'identifier a aucun etat connu de la theorie de Yang-Mills ordinaire. Le troisieme 
etat, apparaissant pour d > 7, correspond quant a lui au monopole magnetique de 
Kaluza-Klein : lorsque % = j, il presente une masse en (Ri) 2 /^ caracteristique d'un 
monopole charge magnetiquement sous le champ de Kaluza-Klein g ifl . Si on choisit 
la onzieme direction orthogonalement aux indices % a q, on obtient un etat de masse 
A4 ~ 1/g 3 mysterieux du point de la theorie des cordes. Comme l'ont remarque Blau 
et O'Loughlin [B097], ceci revient a considerer un reseau de monopoles Taub-NUT 
dans la direction s, dont la metrique est donnee precisement par l'espace de Ooguri 
et Vafa (equation 4.12 page 113) apparu dans l'etude de la singularite de conifold 
dans l'espace des hypermultiplets. La divergence logarithmique pour \z\ — > oo implique 
que cet espace n'est pas asymptotiquement plat, et ne decrit done pas un soliton au 
sens propre. De maniere generale, une dependance en l/g n de la «masse» implique un 
champ gravitationnel en g 2 ~ n , et le traitement a faible couplage n'est justifie que pour 
n < 2 [EGKR98]. L'existence de ces etats ne presente cependant pas d'obstruction de 



^ 10 Les indices . . . sont distincts, exceptes lorsqu'ils sont separes par un point-virgule. 
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principe au niveau de la M-theorie* 11 , et semble requise par la U-dualite; on note en 
particulier qu'elle ne preserve pas la structure asymptotique de 1'espace-temps [SS97c]. 
Notons finalement que pour d > 8, de nouveaux etats apparaissent, de masse en Rf/l{f 
qui n'admettent pas meme Interpretation heuristique que nous avons donnee ici. 

Comme nous l'avons vu dans la section (5.1.3), la quantification sur le front de 
lumiere discret de la theorie des cordes introduit des etats enroules sur le cercle compact 
de genre lumiere. Dans la M-theorie, ils correspondent done a des membranes enroulees 
selon le cercle de genre lumiere et un cercle i du tore de compactification, de masse 
M. = RiL/lfi. Ces etats correspondent done dans la theorie de jauge a des excitations 
d'energie 

P -=M = ^ = - (5.54) 

I'll S i 

qui peuvent done etre identifies aux excitations de Kaluza-Klein de la theorie de jauge 
sur le tore T d . Sous la U-dualite S^k, ces etats donnent naissance au multiplet dit de 

moment : 

r>- ka LRiRjR k Ri 

P =— >M = -§ 5.55 

g 2 SiSjS k si r u 



K 2 ka LRf, RjR k RiR m R n Rp ,. 
P =^—_ >M = -g (5.56) 

g Si, SjS k S[S m s n Sp 



ou Ton s'est cette fois restreint aux etats apparaissant en dimension d < 6. L'etat (5.55) 
s'interprete comme la 5-brane de la M-theorie enroulee sur le cercle de genre lumiere et 
sur un 4-cycle du tore T d ; en termes de la theorie de jauge, il peut etre identifie a un 
instanton de la theorie de Yang-Mills en dimension 3+1, «releve» en dimension d+1. 
L'etat (5.56) correspond quant a lui aux monopoles de Kaluza-Klein. 

Nous avons decrit jusqu'a present l'orbite des etats de flux et de moment sous 
le groupe de Weyl W(Ed), et donne leur masse pour des compactifications de la 
M-theorie sur un tore rectangulaire en l'absence de champ de fond C^p. Comme 
nous l'avons montre dans le travail en appendice G, les generateurs de Borel 7, — > 
7i + 7j et C — > Cijk + 1 generent cependant un flot spectral imposant de prendre 
en compte les superpositions arbitraires des etats elementaires precedents. Les etats 
du multiplet de flux peuvent ainsi etre decrit par un ensemble de charges entieres 



•^Un etat singulier du point de vue de la theorie des cordes apparait done regulier dans la M-theorie, 
de maniere tres analogue au cas du monopole U(l) de Kaluza-Klein construit par Sorkin dans le cas de 
la reduction de 5 a 4 dimensions, qui apparait singulier en dimension 4 mais regulier lorsqu'interprete 
dans les variables appropriees a la dimension 5[Sor83]. 
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mi, m IJ , m IJKLM \ m i;JKLMNPQ ^ ^ totalement antisymetriques correspondant aux etats 
(5.50,5.51, 5.52,5.53) respectivement. La formule de masse d'une telle combinaison d'e- 
tats, invariante sous le groupe de U-dualite total Ed(7i), a ete obtenue dans la reference 
[OPR97] (annexe G) par analyse des transformations de ces charges sous la T-dualite. 
Les etats (5.54,5.55,5.56) peuvent pareillement etre decrits en termes de charges en- 
tires m 1 , m IJKL , m 1 > JKLMNP . 

5.3.5 Invariance de Lorentz et dualite de Nahm 

Les multiplets de flux et de moment epuisent done l'ensemble des etats 1/2-BPS 
attendus de la M-theorie compactifiee sur T d , tout en fournissant une variete d'etats 
plus exotiques que l'extension microscopique de la theorie de jauge sur T d se doit de 
reproduire. Ensemble, ces etats forment deux representations du groupe de U-dualite, 
resumees dans la table suivante, dont les deux dernieres lignes deviendront claires 
incessamment : 



d 


1 


2 


3 


4 


5 


6 


7 


8 


E d (Z) 


1 


Sl{2) 


Sl(3) x Sl(2) 


Sl(5) 


50(5,5) 


E 6 


E 7 


E$ 


Flux 


{m} 


1 


3 


(3,2) 


10 


16 


27 




56 




248 


Moment 


{n} 


1 


2 


(3,1) 


5 


10 


27 




133 




3875 


Rang 


{N} 


1 


1 


1 


1 


1 


1 + 1 


56 H 


-1 + 1- 


- 1 


oo 


Total 


{M} 


3 


6 


10 


16 


27 


56 


248 


oo 



On a ainsi verifie l'invariance du spectre (convenablement etendu) sous le groupe de 
U-dualite. L'invariance de Lorentz a onze dimensions de la theorie des matrices impose 
cependant l'existence d'une symetrie supplementaire dans le spectre : la quantification 
sur le front de lumiere discret de la M-theorie compactifiee sur T d peut en effet etre con- 
sideree comme une compactification a part entiere de la M-theorie sur T d+1 , et il doit 
done exister une action du groupe de U-dualite etendu Ed+i(Z) sur le spectre[H\ "97]. 
Le generateur de Weyl manquant correspond naturellement a l'echange Ri <-> L d'une 
direction spatiale avec le cercle de genre lumiere ; il echange done les etats du multi- 
plet de flux (5.51,5.52) avec ceux du multiplet de moment (5.54,5.55). Comme on le 
montre dans l'appendice G et le represente dans les deux dernieres lignes de la table ci- 
dessus, les multiplets de flux et de moment decrivant les etats 1/2-BPS de la M-theorie 
compactifiee sur T d peuvent etre assembles en un multiplet de flux du groupe etendu 
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-Ed + i(Z), moyennant V introduction d'une charge supplementaire * 12 N qui n'est autre 
que le moment selon la direction compacte du front de lumiere * 13 . iV representant 
egalement le rang de la theorie de jauge decrivant la theorie des matrices compact- 
ifiee, cette extension suppose done l'existence de symetrie melangeant le rang N et 
les charges electriques et magnetiques. Cette symetrie rappelle fortement la symetrie 
classique de Nahm [Nah82] echangeant le rang et le flux electrique dans les theories 
de jauge a deux dimensions sur T 2 . La mise en evidence des generateurs de Borel sup- 
plementaires requiert l'etude de la compactification sur le front de lumiere discret en 
presence de lignes de Wilson pour le champ de jauge de Kaluza-Klein et de champs de 
fond pour le tenseur de jauge C±u, qui semble necessiter une description dans le cadre 
de la geometrie non commutative [CDS97, DH97]. 



+ 12 trois charges dans le cas d = 7, et une infinite dans le cas d = 8. 
■^des conclusions identiques ont ete atteintes par [B097, Hul97]. 
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Aspects non perturbatifs de la theorie des supercordes 

Les theories de supercordes sont a l'heure actuelle le seul candidat a l'uniflcation quantique 
des interactions de jauge et de la gravite. Ces theories n'etaient jusqu'a recemment definies 
que dans le regime de faible couplage par leur serie de perturbation. La decouverte recente des 
symetries de dualite, prolongeant la dualite electrique-magnetique des equations de Maxwell, 
permet maintenant d'identifier ces theories perturbatives comme differentes approximations 
d'une theorie fondamentale, la M-theorie. Les symetries de dualites donnent acces aux effets 
non perturbatifs d'une theorie des cordes donnee a partir de calculs perturbatifs dans une 
theorie duale. 

Le premier chapitre de ce memoire fournit une introduction non technique a ces developpe- 
ments. Le second introduit les dualites non perturbatives observees en theories de jauge et 
de supergravite, le spectre BPS non-perturbatif dans ces theories, et presente une nouvelle 
dualite reliant les branches de Higgs de certaines theories de jauge supersymetriques N = 2. 
Dans le troisieme chapitre, nous introduisons brievement les theories des cordes perturba- 
tives et verifions explicitement les conjectures de dualites dans les theories des cordes de 
supersymetrie N = 4 a quatre dimensions. Grace aux dualites, nous obtenons des resultats 
exacts non perturbativement pour certains couplages dans Taction effective de basse energie, 
et interpretons dans le chapitre 4 les effets non perturbatifs ainsi obtenus en termes de con- 
figurations instantoniques de p-branes enroulees sur les cycles supersymetriques de la variete 
de compactification. Enfin, nous discutons une proposition recente de definition a priori de 
la M-theorie en termes de theories de jauge supersymetriques U(N) a grand N, l'etendons a 
des compactifications toro'idales en presence de champs de fond constants, et interpretons le 
spectre d'etats BPS en termes d'excitations de la theorie de jauge. Les publications originales 
decrivant ces travaux sont reproduites en appendice. 

MOTS-CLES : action effective, instantons, M-theorie, p-branes, solitons, symetries de dualite, 
supergravite, theorie de jauge super symetrique 



Non-perturbative Aspects of Superstring Theory 

Superstring theories are to date the only viable candidate for quantum unification of 
gauge interactions with gravity. Until recently, these theories were only defined in the weak 
coupling regime by their perturbative series. Thanks to the recent discovery of duality sym- 
metries, extending the electric-magnetic duality of Maxwell equations, these theories can now 
be identified as distinct approximations to a fundamental theory known as M-theory. Dual- 
ity symmetries give access to non-perturbative effects in one string theory from perturbative 
computations in a dual theory. 

The first chapter of this thesis gives a non-technical introduction to these developments. 
The second chapter introduces the non-perturbative dualities that have been observed in 
gauge and supergravity theories as well as the non-perturbative BPS spectrum, and presents 
a novel duality relating the Higgs branches of certain supersymmetric N=2 gauge theories. In 
the third chapter, we briefly introduce the perturbative string theories and give some checks 
on the duality between four-dimensional N=4 string theories. From duality arguments, we 
obtain exact non-perturbative results for various couplings in the low energy effective action, 
and interpret the corresponding non-perturbative effects in terms of instantonic configurations 
of p-branes wrapped on supersymmetric cycles of the compactification manifold. Finally, we 
discuss a recent proposal of definition of M-theory in terms of large N supersymmetric U(N) 
gauge theories ; we extend it to toroidal compactifications in constant background fields, and 
interpret the resulting spectrum of BPS states in terms of excitations in the gauge theory. 
Original publications for these results are included in the Appendices. 

keywords : duality symmetries, effective action, instantons, M-theory, p-branes, solitons, 
supergravity, supersymmetric gauge theory 



